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Definiciones inductivas Cerradura inductiva Definiciones inductivas Cerradura inductiva

Definiciones “circulares”

Conjuntos inductivos

) . . s N . Definicion 1.1
@ Es comin definir un conjunto de manera “circular”. Por ejemplo, las

formulas del calculo de proposiciones: @ Sea A C U un conjunto y sea F = {f' : U" — U} un conjunto de
“Si (p y @ son proposiciones, entonces =1 y © vV Y son proposiciones”. funciones. Diremos que A es cerrado bajo F sii

@ Si la definicion anterior fuera realmente circular, seria incorrecta. VFD € FyVay,...a, € A resulta que f{(ay, ..., ap) € A

@ En realidad, el conjunto anterior esta definido de manera inductiva.

o Una definicién inductiva parte de un conjunto basico y de un @ Sea X c U. Entonces, un conjunto Y € U es inductivo en X bajo F sii

conjunto de funciones para generar nuevos elementos. .
. . X CYyY escerrado bajo F.
Nota: En algunos textos se llama recursivas a estas definiciones. Esto es -

un error terminologico. De todos los conjuntos inductivos en X nos interesa uno en particular: la
cerradura inductiva. Existen dos métodos para definirla.
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Definiciones inductivas  Cerradura inductiva

Cerradura inductiva

SeaXCcUyseaF = {fi” : U" - U} un conjunto de funciones.

Definicion 1.2

La cerradura inductiva de X bajo F, construida de abajo hacia arriba, es:

Xo = X
Xi+’| = XiU{ff?(X‘lr"'rxn)|ff?EFAX'Ix-~'1XnEXi}
x. = [Ux.

ieN

Sea X la familia de conjuntos inductivos en X bajo F. La cerradura
inductiva de X bajo F, construida de arriba hacia abajo es el conjunto

x*=ﬂv.

YeX
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Ejemplo 1

Ahora podemos definir el calculo de proposiciones inductivamente.
Seas ={p,q,r,p1,---}U{(;)}u{v,}un alfabetoy sean =g : 3* —» 5*y
Vg :3* x 3* - 3* las funciones definidas asi:

-a

(avp).

—s(a)

VS(ar B)

Sea P, ={p,q,r,p1,.-.} el conjunto basico. El conjunto formulas del
calculo de proposiciones, P, se define usando los dos métodos:

Po = Pq
P = P, =P
o= (Y,

Yedp

donde 2 es la familia de conjuntos inductivos en P,,.
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Definiciones inductivas  Cerradura inductiva

Equivalencia

Teorema 1.3

Ambas definiciones son equivalentes, es decir X, = X*.

Demostracion. Es claro que X, es inductivo en X'y, como X* es la
interseccion de los conjuntos inductivos en X, se tiene que X* € X,. La
otra contencion se demostrara por induccion matematica:

@ Caso base. Xg = X € X*.
@ Hipotesis inductiva. X; € X*.

@ Por demostrar que Xj,; € X*. Pero esto Ultimo se sigue del hecho de
que X* es cerrado.

Por induccion, Vn € N. X,; € X*. Entonces X, € X". O
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Ejemplo 2

Los conjuntos definidos por medio de la notacion Backus-Naur se pueden
transformar en conjuntos inductivos.
Las expresiones aritméticas del conjunto EA se definen como:

Au=N|X|A+A|AxA|A-A

donde A€ EAy N € Zy X una localidad (Loc). Estos dos conjuntos se
pueden definir inductivamente:

N = 0 | suc(N) | pred(N),

con sucy pred las funciones de sucesor y predecesor.
Las localicades se definiran asi:

LOCZZ=X|Y|Z|XN|YN|ZN

con N € Z.
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Definiciones inductivas  Cerradura inductiva Relaciones binarias Rel. bien fundadas Principio de induccion

Relaciones binarias

Este Gltimo conjunto no necesita ser inductivo en realidad (su Si dos elementos a, b de un conjunto estan en una relacion R se escribira
construccion se realiza en un solo paso). “(a,b) € R", “a Rb" 0 “R(a, b)".

Para EA, se comienza con un conjunto basico: EAy = Z U Loc y un conjunto —
Definicion 1.4

de funciones:

Sea A un conjuntoy sea R € A x A. Se dice que R es:

:2221 g; : Z : g @ Reflexiva sii Va € A.R(a, a).
-s(a,B) = a-B. @ Simétrica sii Va, b € A.R(a,b) = R(b, a).

© Antisimétrica sii Va,b € A.R(a,b) AR(b,a) = a = b.
@ Transitiva sii Va, b, c € A.R(a, b) A R(b, ¢) = R(a, c).
@ TotalsiiVa,b € A.a # b = R(a,b) v R(b, a).

y se obtienen asi las expresiones aritméticas EA = EA, = EA*.
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Ordenes

Cerraduras reflexivas y transitivas

En matematicas hay un tipo de relaciones muy comunes llamadas

Dada una relacion R en A x A se puede construir sus cerraduras transitiva B ) , . .
ordenes. Sin embargo, los drdenes vienen en distintos sabores.

y reflexiva y transitiva, denotadas por R* y R*, respectivamente:
Definicion 1.5

RO = {(a,a)|aeA}
R" = R @ Una relacion R es un pre-orden (o cuasi orden) sii es reflexiva y
R™1 = R"u{(a,c)| 3b.(a,b) € R" A (b,c) € R"} transitiva.
R* = U R+ @ Un orden parcial (o poset, por el inglés partially ordered set) es una
. ”Lej‘ - relacion reflexiva, transitiva y antisimetrica.
neN @ Un orden total o lineal es simplemente una relacion total. Obsérvese
c6mo no se supone que tenga ninguna otra propiedad. )
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Ejemplos

Relaciones bien fundadas

Relaciones binarias Rel. bien fundadas Principio de induccion

Ordenes en n-adas

@ El orden parcial mas conocido es < en N.
@ En el mismo conjunto, < es un orden total.

@ Un ejemplo de pre-orden en SP(N) es el preorden inferior o de Hoare:
AC| B sii Vae A.dbeB.asb,

Se tiene que {0,1,2} &; {1,2} vy {1,2} £, {0, 1,2} pero {0, 1,2} # {1,2}.

Se usaran con frecuencia los simbolos <y > para denotar relaciones de

orden arbitrarias.
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Una relacion de orden en A se puede extender a A" en dos formas:

@ Orden lexicografico. La relacion <o, S (A x A) x (A x A) se define ast:

(a, b) <(ex (a’,b) sii a<ayaza o
a=a y bx< b

La definicion anterior se extiende a A" de la misma forma en que se
extiende el concepto de par ordenado a n-adas arbitrarias.

© Orden por coordenadas. <¢oor €s la siguiente relacion:
(a,b) <coor (a’, b") sii a<d y b<b,

que se extiende del mismo modo a n-adas arbitrarias.
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Minimos, maximos, etc.

Conviene dar nombre a algunos elementos especiales de un conjunto
ordenado:

Definicion 1.6

Sea < una relacion en Ax Ay sea X C A. Se dice que x € X es un:
@ minimosiiVy e X.xzy = x<Vy.
@ maximosiiVy e X.xzy = y<x.

© minimalsii—3y e X.x2yAy <X

©Q maximalsii—3y e X.x 2y Ax<y.
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Ejemplos

Sea A ={0,1,2}.

@ Sise ordena %(A) con la relacion € entonces @ y A son el minimo 'y
el maximo de C.

@ En cambio, P(A) - {@} no tiene minimo, pero si tres minimales: {0},
{1}y {2}

@ Por su parte, 2P(A) - {A} no tiene maximo, pero si tres maximales:

{0,1},{0,2} y {1,2}.
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Un caso extrano Cadenas

Sea<unordenenUxUyseaCc U.

o . . . . )
En un orden parcial, un minimo es un minimal, pero esto no es @ Decimos que C es una cadena sii Vx,y € C es el caso que x <y oy < X.

necesariamente el caso en un preorden. L
@ Una cadena descendente infinita es una cadena C tal que ¥x € C,

@ Mas adelante se veran otros ordenes en los que los minimos son 3y € C tal que y < x.

siempre minimales. . . . .
@ De manera dual, una cadena infinita ascendente C tiene la propiedad

dequeVx e (C, 3y € Ctal que x < y.

Obsérvese como una cadena C € X es un subconjunto de X que visto de
manera aislada forma un orden total.
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Ordenes bien fundados Ejemplo 1

Las cadenas descendentes nos permiten caracterizar los ordenes bien o <enN.
fundados. @ Si denotamos por <4, la relacion inducida por suc: N —» N

Definicion 1.8

X<sycy  siiy=sucx),
Sea <C U x U una relacién. Decimos que < es un bien fundada sii no existen

cadenas infinitas descendentes en U. esta relacion también es bien fundada.

Por cierto, a diferencia de <, <g,¢ no es transitiva.
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Ejemplo 2

@ Relaciones entre cadenas de simbolos.
@ Un alfabeto es un conjunto no vacio finito .
o Una cadena a es un sucesion finita (posiblemente vacia) de simbolos
de 5.
o La cadena vacia se representa con el simbolo «.
o El conjunto de cadenas es 5* y el de cadenas no vacias es 5".
o La relacion <, esta determinada por la regla:

a<pe B sii Jy.B=ayAy=ze.

@ <pre €s un orden bien fundado y su minimo en 3* es .

@ >* no tiene minimo sino varios minimales: los elementos de 3.
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Mas sobre relaciones bien fundadas

Teorema 1.9

Sea < una relacion bien fundada. Entonces:
(a) < no es reflexiva ni simétrica;
(b) su cerradura transitiva es bien fundada;

(c) los ordenes lexicografico y por coordenadas basados en < son bien
fundados;

(d) <* es un orden parcial.
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Demostracién: (a) Si < fuera reflexiva, entonces se puede formar una
cadena infinita descendente a partir de un solo elemento:

-.e<a<a.

Del mismo modo, si < fuera simétrica, bastan dos elementos ay b tales
que a < b para tener otra cadena infinita:

---<b<ax<b.
(b) Supongamos que la relacion < es bien fundada. Sea la cadena
et ai<+ vzt ao,

y supongamos que es descendente infinita. Entonces para todo i existen

aj, = aj, ..., aj = aj,q tales que

aj <:--<0j
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es decir, la misma cadena de <* se puede transformar en una cadena de <,
que también seria infinita descendente en < (jcontradiccion!).
(c) Sea C una cadena en A x A con el orden <¢yor:

*++ <coor (a1, b1) <coor (Ao, bo)-
Si fuera infinita, seria posible construir dos cadenas infinitas en <
o= <by< by y

.-+ <0< 0,

por lo que C no puede ser infinita descendente.
En cuanto a <y, existiera una cadena descendente infinita:

*++ <lex (a1, bq) <(ex (ag, bo)-

seria posible construir una cadena en < usando el siguiente método: el
primer elemento es ag, el segundo es el primer g; tal que ag # a;. Si no
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Relaciones bien fundadas: la otra version |

existe tal elemento, entonces, por la definicion de <o, tenemos una
cadena descendente infinita en <

El teorema siguiente nos da una caracterizacion alternativa de las

++ < by < by, relaciones bien fundadas.

lo cual no es posible. Por otro lado, suponer que podemos encontrar un Teorema 110
namero infinito de diferentes a; nos lleva a otra cadena infinita

Una relacién < es bien fundada en A x A sii todo X C A (X # @) tiene un
minimal.

-..<aq<dag,

Demostracion. Supongamos que < es bien fundaday que @ # X € A. Ahora

lo que tampoco es posible. Por lo tanto, <., tampoco contiene cadenas . . . ..
q P P 1 lex P bien, si X no tiene un elemento minimal, entonces

infinitas descendentes.

(d) Es claro que la cerradura transitiva y reflexiva tiene dos de las Vme X.3be X.b<m.

propiedades de un orden parcial.

Para la antisimetria hay que notar que sia <* by b <* ay no fuera el caso Iterando este razonamiento, podemos construir una cadena descendente
que a = b, se podria formar una cadena descendente infinita en < como en infinita de elementos en X, lo cual es una contradiccion.

(a).
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Relaciones bien fundadas: la otra version Il Principio de induccion

Sea P una propiedad de elementos de Ay sea <C A x A. La siguiente
Si ahora suponemos que todo subconjunto no vacio de A tiene un afirmacion se conoce como el principio de induccion:
minimal y ademas tenemos una cadena descendente

(Va € A.P(a)) & (Va € A.((Vb € A.b < a = P(b)) = P(a))).
"'<ai<"'<007

Este principio se aplica en conjuntos donde < es un orden bien fundado:
basta con que tomemos el conjunto de elementos en la cadena que por
hipotesis debe de tener un elemento minimal y, en consecuencia, la
cadena no puede descender infinitamente. Sea <C A x A una relaciéon bien fundada y sea P : A — {V, F} un predicado.

Entonces el principio de induccion vale.

Teorema 1.11
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Demostracion del teorema del principio de induccion |

La implicacion = del principio de induccion es inmediata.
Supongamos ahora, por reduccion al absurdo, que

Jda € A.—P(a).

SeaQ={a e A| —P(a)}y, dado que < es bien fundada, entonces existe un
elemento minimal m de Q.
Aqui hay dos opciones:

(i) Ibe A.b<m;

(i) m3be A.b<m.
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Demostraciones por induccion

Demostracion del teorema del principio de induccion I

En el primer caso,
b <m = P(b)

y, dada la hipétesis principal, tenemos P(m), lo que contradice la
suposicion.
En el segundo, el enunciado

((vb € A.b<a = P(b))

seria verdadero por vacuidad, y como P(m) es falso, entonces todo el
enunciado seria falso. Pero sabemos que no existiria a € A tal que P(A) y,
en consecuencia,

(Va € A. P(a))

seria falso también, con lo que tendriamos la otra implicacion. O
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Ejemplo 1: induccion matematica

El principio de induccion nos da una estrategia para demostrar una
propiedad P en un conjunto A con una relacion bien fundada <;

@ Se demuestra que todos los elementos minimales cumplen P.

@ Se asume como hipotesis inductiva
Vb € A.b < a= P(b).

© Se demuestra que entonces P(a).
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n
. n?+n
Queremos demostrar que Zl = Entonces

i=0
0
. 02+0 .
@ Demostramos que ZI = (obvio).
i=0
L ml+m
© Formulamos la hipotesis Z i= .
4 2
=0
m+1
. (m+1)2em+1
© Demostramos que % =
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Ejemplo de induccion bien fundada | Ejemplo de induccion bien fundada Il

Definimos los arboles binarios de nimeros naturales: o o .
3 3 L Considérense ahora las siguientes funciones:
@ Todos los nimeros naturales son arboles binarios (los elementos

basicos del conjunto) Max(n) = n sineN
@ Siay b son arboles binarios, entonces (a « b) es un arbol binario Max(a « b) = maximo{Max(a), Max(b)}
(caso inductivo) Card(n) = 1 sineN
Card(a « b) = Card(a) + Card(b)

Los arboles binarios también se pueden representar graficamente:
Suma(n) = n sineN

. Suma(a « b) = Suma(a) + Suma(b)
Demostraremos que para cualquier arbol binario de naturales a
Suma(a) < Max(a) x Card(a).

Sia=(bec),entoncesb<sayc<sa.
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Relaciones bien fundadas Recursion
Relaciones binarias Rel. bien fundadas Principio de induccion Funciones recursivas Generacion libre Funciones recursivas 2
Ejemplo de induccion bien fundada Il Definiciones de funciones
@ Caso basico. Los minimales en este caso son los nimeros naturales. @ Una forma muy comiin de definir funciones en conjuntos es por
Sea n € N. Entonces enumeracion.
suma(n) = n = Max(n) = Max(n) x 1 = Max(n) x Card(n) @ Por ejemplo, la funcion identidad en el conjunto {1, 2} se puede

expresar como un conjunto de pares ordenados:
© Hipotesis inductiva. Sea a = (b » ¢). Entonces
{(,1),(2,2)}
Suma(b) < Max(b) x Card(b).

@ No obstante, con conjuntos de gran tamano esto es poco practico.

Suma(c) < Max(c) x Card(c). .
(©) () ) @ Cuando contamos con una regla que nos permite calcular el valor de

puesb<sayc<sa. una funcién en un elemento dado es mejor usar una ecuacion:
© Debemos demostrar que
fo) = x
Suma(a) < Max(a) x Card(a), 0 varias ecuaciones
o =1
lo que se sigue de la hipotesis inductiva y las definiciones de Max, (n+1)! = nlx(n+1)

Card y Suma.
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Ejemplos |

Funciones recursivas Generacion libre Funciones recursivas 2

Funciones recursivas

Supongase que se desea evaluar las expresiones aritméticas EA tal 'y

@ El Gltimo ejemplo ilustra ademas una posibilidad mas: las como se definieron en la seccién anterior.

definiciones recursivas, donde la funcion definida aparece no del

) @ Se partira de una asignacion de valores a las localidades por medio
lado izquierdo y del lado derecho de la ecuacion. P 8 P

de una funcion e : Loc - Z, es decir, se supondra que para toda

@ Sin embargo, es muy facil cometer “errores” en las definiciones X € Loc, e(X) ya esta dado.

recursivas: @ También se tendra que e(n) = n, para todo n € Z. Ahora hay que

g(x) = glx+1) extender e al conjunto de elementos de EA:

es una “funcion” que nunca nos da un resultado.

. . . .. eX) = m ya esta dado VX € Loc
@ Este ejemplo es muy obvio, pero en general no es posible decir si en) = n VneZz
una funcion recursiva con dominio y contradominio en los naturales
da siempre un resultado o no earp) = ela)zep)
bre tin res! ' , e(axpB) = e(a)xze(p)
@ Un problema adicional es cuando se puede obtener mas de un e(a-B) = e(a)-7e(p)

resultado, dependiendo del orden en que se apliquen las
ecuaciones que definen la funcion. donde +z, x7 y -7 son las operaciones de suma, multiplicacion y

resta en los enteros y no los simbolos sintacticos respectivos.
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Recursion Recursion

Funciones recursivas Generacion libre Funciones recursivas 2 Funciones recursivas Generacion libre Funciones recursivas 2

Definiciones correctas

Ejemplos Il

Con estas ecuaciones, queremos evaluar la expresion
2+3x2.

Como las ecuaciones no establecen ningiin orden especial para la

@ Aunque no hay condiciones necesarias para saber si una funcion
evaluacion de las expresiones, existen dos posibilidades:

recursiva esta bien definida, la definicion 112 y el teorema 143 nos
dan condiciones suficientes.

e2+3x2) = e2)+ze(3x2)=2+z(e(3) =z e(2))
= 2+7(3x22)=2+76=8 @ El concepto clave es la generacion libre de un conjunto inductivo.
y también
e(2+3x2) = e(2+3)xze(2)=(e(2)+ze(3)) xz2

(2+Z3)’<Zz=5><22=10
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Generacion libre Ejemplo |

En el caso de EA, el conjunto no se genero libremente, pues no se cumple

con la condicion (ii). Por ejemplo, la expresion 2 + 3 x 2 se puede generar
Definicion 112 de dos maneras, a saber, +5(2,3 x 2) y xg(2 + 3, x2), por lo que las imagenes
de +5 y x5 no son ajenas. Este problema es muy com(n cuando se trata de
evaluar operaciones con mas de un argumento. La solucion mas general
consiste en encerrar entre paréntesis las expresiones generadas por las

Sean A un conjunto, X CAyF = {f,-” : A" — A} un conjunto de funciones. Se
dice que X, (o X*) es generado libremente por X y F sii se cumplen las

siguientes condiciones: funciones de tal forma que se impone un orden de evaluacion. De esta
(i) La restriccion de toda f" € F a X! es inyectiva. manera, se redefinen las funciones para expresiones aritméticas:
(i) Paratodas f"y f' € F, si f{" # f{" entonces f'(X.) n f'(X.) = @. @6) @+ B)
+ ) = +
(ili) Los elementos de X son realmente basicos, es decir, para toda f,.” eF S(a 8) (axB)
. XS y = X
ara todas xa, ..., X, € X,, se tiene que f(xq,...,X,) € X.
i 1o X € X Se tiene que G- o) ) “s(@p) = (@-p)

y la ambigliedad desaparece. Se deja como ejercicio para el lector que la
nueva definicion cumple con las condiciones (i)-(iii) de la definicion 1.12.
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Generacion libre y homomorfismos Version diagramatica |

Este teorema permite definir funciones recursivas en conjuntos generados
libre e inductivamente: @ En algebra, una funcién como h se conoce como un homomorfismo.

Teorema 113 @ Los homomorfismos se pueden explicar por medio de diagramas
conmutativos.

Sea X, un conjunto generado libremente por X y F y sea B # @ un conjunto
acompafiado por las funciones G = {g{' : B" - B}. @ Sea!: X — X, lafuncion inclusion (i.e., Vx € X.1(x) = x). Entonces,

Sea & : F — G una funcion tal que 5(f") = g™ implica que n = m. segin la clausula (i):
Finalmente, sea h : X - B una funcion. Entonces, existe una lnica
h: X, - Btal que:

(i) Para todo x € X.h(x) = h(x)

(ii) Paratoda f]] € Fy paratodas xy,..., X, € X, se tiene que

X—— X,

=

h(FI'(x1, . ., Xn)) = g (A(Xq), . . ., Bi(xp)),

w

donde 5(f]") = g}’
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En pocas palabras, para llegar al vértice marcado con B partiendo del Antes de demostrar el teorema anterior, veamos el siguiente lema.
vértice X se puede ir directamente a través de h o indirectamente a través

de i, primero, y h, después, y el resultado sera el mismo.
La clausula (i) del teorema dice, a su vez: Sea X, un conjunto generado libre e inductivamente por X y F. Para toda

ff €F,sixy, ..., Xy € X;, entonces f}!(xq,...,Xp) € X;.

n
X7 Ji

Demostracion. Se aplicara induccion sobre i.

Caso base: i = 0. Por la condicion (iii) de la definicion, es verdad que

Vi € Fy Xy, ..., Xy € Xg se tiene que f}(xq,...,X,) & Xo.

AN h Hipotesis inductiva: Vfl! € F, Xq,...,Xp € X;. fl (X1, ..., Xn) & X;. Se debe

demostrar que lo mismo vale en X;,q. Para esto, hay que considerar una

funcion f y elementos Xy, ..., X, € Xj,q - X; (pues si los elementos

B" B estuvieran también en X;, quedarian cubiertos por la hipatesis inductiva).
6(f7") Supongase que f}(xq,...,X,) = X y que X € X;,q. Entonces, por definicién

de X;,1, hay dos opciones
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Con el lema 114 ya se puede demostrar el teorema 1.13:

Demostracion de 1.13. Considérese la siguiente sucesion de funciones:

(a) x € X;;
(b) existengg € Fyys, ..., ym € X; tales que hgy = h
X=9q 11 Ym)- hivi = hiu{(fM(x4,. ... Xn), ga(hi(Xq), - . ., hi(Xp))) | Xq,.. ., Xn € dom(h;)}
La opcion (a) es imposible, pues contradiria la hipotesis inductiva. Pero h = U h;
(b) contradiria la condicién (i) de la definicion si ! = gg' o la condicién (ii) ieN
T fNn

Si fi # gan: ] ] » Obsérvese primero que, dado que X, es generado libremente,
En cualf]t.uera de los casos, no es posible que x € X1 y, por induccion dom(h;) € X;. Por otro lado, queremos demostrar que h es en realidad una
matematica, esto vale para toda Xp. = funcion, es decir, si (x,y) € h y(x,2) e Fr, entonces y = z. Lo haremos por

induccion.
Caso base: x € X. En este caso, como X, es generado libremente, no
existen fg" € F ni xq,..., Xy € X, tales que x = fg"(xy,. .., xp). Como
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ho(x) = h(x) y no asignamos ninglin nuevo valor a x en las futuras h; (i = 1),
entonces h(x) tiene una asignacion dnica.

Hipotesis inductiva: Ym < i + 1tenemos que si x € Xp, vy (X,Y¥) € hy

(x,z) € h, entonces y = z. Sea ahora x € Xi+1 - X;. Es decir, por las
condiciones (i) y (ii) de 112, existen xy,..., X € X; y fg € F Gnicos tales
que fg(x1,...,Xn) = x. EL lema 114 nos dice que fg'(xy,. .., Xn) € X; y por
esta razon, h; no esta definida en x. Entonces, tenemos que aplicar la
definicion de h,

(x) = y=gghi(xa),..., hi(xn))
(x) = z=gghi(x1),. .., hi(xn))

>

Pero por hipétesis inductiva, h es una funcién en xy, ..., X, y, por tanto,
y = z. Es decir, h también es una funcién en x € Xi.1 ¥, por induccion, lo es
en todo X,.
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Finalmente, se vera la unicidad de h. Supongase que h:x, > B cumple
con las condiciones (i) y (ii) del teorema. Demostraremos por induccion en
X, que hy h' son iguales.

Caso base: sea x € X,. Por la condicion (i), h(x) = h(x) = h'(x).

Hipotesis inductiva: Ym < i + 1, tenemos que si x € X,,, entonces

h(x) = h'(x). Sea x € Xis1 - Xi, es decir, existen xy, ..., xp € Xjy fg € F
Gnicos tales que fg'(xy,. .., Xp) = x. Sea 6(fg') = gj. Por la condicion (ii):

h(x)
h'(x)

A(f§ (1, -, Xn)) = Gh(ACxq), .. A(Xp))
B (FJ0a, o xa) = GR(R (), B (xo)

y, por hipotesis inductiva, Fw(x1) = ﬁ'(x1), . B(xn) = B’(x,,). En
consecuencia, h(x) = h'(x) y, por induccién, h = h'. O

Francisco Hernandez Quiroz Logica Computacional Induccion y recursion

Recursion

Funciones recursivas Generacion libre Funciones recursivas 2

Mas ejemplos

Como se recordara, la funcion de evaluacion de expresiones aritméticas
e: EA - Z no funciono con la definicion original de EA. Sin embargo, este
altimo conjunto se redefinio de forma que era generado libremente por
Z v Locy las nuevas funciones +s, x5 y -5, por lo que el teorema 113
permite asegurar que la funcion de evaluacion siguiente esta bien
definida:

éin) = n YneZ

eX) = eX) Vx € Loc
é(a+p)) = é)+zep)
é(axp)) = é)xzeép)
é(a-B)) = é0)-zéPp)
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En cuanto a las listas de enteros generadas libremente por ::, también se
pueden definir funciones recursivas de manera natural. Por ejemplo, se
tiene la funcion long : L(N) - N:

long([ 1) 0
long(n: ) = 1+long(l)
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Orden estructural Una aplicacion |

Considérese nuevamente EA, con la nueva definicion. A simple vista
parece que toda expresion de EA tiene paréntesis balanceados, es decir, a
un paréntesis que se abre corresponde siempre uno que se cierra. Esta

La generacion libre también nos da un orden natural para estos
conjuntos, como se muestra en la siguiente definicion.

Definicion 115 conjetura se demostrara por induccion estructural. Sea a € EA

Caso base: a € Z o a € Loc. Entonces, como las localidades y los enteros
Sea X, un Conjunto generado libre e inductivamente por el Conjunto basico no inc[uyen paréntesiS’ la proposicién es trivialmente cierta.
Xy las funciones F y sean a, B € X,. Entonces Hipotesis inductiva: a y B tienen paréntesis balanceados. Se debe

demostrar ahora que (a + B), (a x B) y (o - B) también tienen paréntesis

a<sB sii 3 €FAXy, ..., Xng € X B = f(Xah -1, 0 Xpq). balanceados, pues

<5 se conoce como el orden sintdctico o estructural y es claramente una
relacion bien fundada. Por esta razon, se puede usar como base de un
método de demostracion llamado induccién estructural. Veamos un Supodngase que (a + B) tiene mas paréntesis que se abren de los que se

a,B <s (a + B)l (a x B)r (a - B)

ejemplo. cierran. Dado que el primer paréntesis y el Gltimo de la expresion se
cancelan mutuamente, entonces el problema debe estar en a0 en j3, lo
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Una aplicacion Il

que contradice la hipotesis inductiva. Entonces, (a + B) tiene paréntesis
balanceados. Con un razonamiento analogo se demuestran los casos de

(axpB)y(a-p) O
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