Aplicaciones de I6gica modal proposicional

Légica temporal

Logica temporal

LOG!CA COMPUTACIONAL La légica temporal formaliza una nocidn de tiempo discreta. Existen al menos
VERIFICACION DE PROGRAMAS Y OTRAS dos versiones:

APLICACIONES DE LOGICA MODAL

@ LTL légica temporal de tiempo lineal;
@ CTL légica temporal de tiempo ramificado.
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E-mail: thq@ciencias.unam.mx haber varios futuros posibles y se pueden hacer afirmaciones sobre qué

Pégina Web: www.matematicas.unam.mx/fhq pasa en las otras “ramas” del tiempo

Facultad de Ciencias Aqui se abordara solo la primera ldgica, por simplicidad.
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Légica temporal Légica temporal

Sintaxis de LTL

Semantica de la l6gica temporal

La sintaxis incluye operadores adicionales a los de la légica modal: Para definir la semantica, se utilizara un marco de Kripke. — representa la
relacion de accesibilidad y —*, su cerradura transitiva y reflexiva.
am=p|glhn|-al--[Xa|Ga|[FalaUp.
Few Ep si e(p,w)=V Vp € Py
Los operadores modales se leeran ahora de la siguiente forma: .
Few EXa si Yve W.siw— ventonces F, e,V = «

Xa  “avale en el siguiente estado” Few EGa si VveW.siw—*ventonces F,e v =
Ga “ovale en todos los estados futuros” Few E=Fa si AveW.w—=*vyTF,evEa
Fa “ovale en algun estado futuro” Feew EalUpB si IveW.w—=*vyF,evEpBy
a U B “avale en este estado y en estados futuros al menos hasta Yue W.siw —* uyu—* ventonces
el momento en que 3 valga” o bien FeUulE«

“ov vale hasta que S valga”.
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Légica temporal

Légica temporal

Una aplicacién

Semantica alternativa

Una forma alternativa de semantica (util sobre todo para CTL) se basa en el Las redes genéticas suelen representarse de manera simplificada por
concepto de camino o trayectoria: diagramas:

Definicion

Un camino es una sucesion de mundos posibles s1, s, . . . tales que
S; — Sj.1. Usaremos la letra 7 (con subindices) para denotar caminos.
SiT =get St — S —> S3 — -+ -, ENIONCES T2 =gor Sp —> S3 — - -

De esta forma se define la satisfaccion por medio de caminos:
F.em Ep si F,e,s1=p

Fer EXa si F, e, SXe!

Fer EGa Sii Vi.1§i:>3",e,7ri):a

Jem EFa si 3i1<iANT, o7 =«

Fer EaUp si Ji.Fer =pAV)j.j<i=TF e |=a

Cada nodo en la grafica representa un gen y las flechas indican
interacciones. Por ejemplo, el gen Gy envia una sefal al gen Go.

Los genes pueden estar activos o inactivos en un estado y, dependiendo de
las interacciones entre ellos, cambiar en el siguiente.
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Tablas auxiliares | Tablas auxiliares |I
Edo | Gy | Go | Gs Gq = ;_ = é = Edo
GiVGVGs | GiA—Gs | =Giv—GpvGs | SIg
@ Sin embargo, las interacciones suelen ser mas complejas de los que Sy 1 1 1 1 0 1 S3
tales diagramas indican. S 1 1 0 1 1 0 S
@ Por ejemplo, el gen G, esta influido por los genes Gy y Gs, pero dicha ss | 1101 1 0 1 3
interaccion se refleja mejor en la formula boolena s | 11010 1 1 1 51
ss | 0| 1] 1 1 0 1 S3
Gy A Gy ss |0 1]0 1 0 1 S3
s7 | 0] 01 1 0 1 S3
que puede leerse como s 0100 0 0 1 s,
“una sefal de Gy y la ausencia de sefial de Gs activaran a Gy”.
@ Por esta razon, los diagramas suelen ir acompafiados de tablas como @ 1equivale a activoy 0, a inactivo;
esta: @ G designa el siguiente estado del gen G;;

@ “Edo” es una abreviatura de estado y “sig”, de siguiente.
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Marcos de Kripke, de nuevo | Marcos de Kripke, de nuevo ||

Si consideramos

@ las férmulas atémicas Gy, Go y Gs;
@ los estados s1—sg como mundos posibles;
@ los valores de los estados como codificaciones de una evaluacion;

@ y que esta evaluacion contempla todas las combinaciones de valores
de verdad posibles para las formulas atémicas;

@ y que la primera y la segunda columna definen implicitamente una
relacion de accesibilidad;

obtenemos una grafica del marco y la evaluacion: @
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Légica temporal Concurrencia  Semantica operacional estructural Una Idgica para ccs

Verificacion de modelos Concurrencia

@ Laidea de que un sistema de computo se basa en la ejecucion
secuencial de una serie de instrucciones por parte de un ente aislado

Podemos ahora verificar la satisfaccion de algunas formulas por el modelo es obsoleta.

anterior. @ Los sistemas actuales contienen subsistemas que actian de manera
Sean =S TS ST Y M=% T S T S Sy simultanea y que intercambian informacién. Estos sistemas se llaman
Entonces: concurrentes.
@ 71 = Gy, pues G estd activo en sy. @ Hay dos modelos fundamentales de cémo se realiza el intercambio de
informacion:

@ 71 = X Gy, pues 75 = —Gy, ya que G, estd inactivo en s3. @ memoria compartida:

@ 7g = GGy, pues Vi, wg = -Gy, ya que G, permanece inactivo en @ envio de mensajes.
todos los estados de la trayectoria 7. @ En el primero, hay un érea de la memoria (variables, buffers, etc.) a la
@ 7g = Gy U Gy, porque 7rg’ = Gy y s, 7r§ = —Go. que varios sistemas concurrentes tienen acceso para guardar o leer
datos.

@ El envio de mensajes se realiza por un medio abierto (difusién) o por
medio de canales especificos.
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Communicating Concurrent Systems Sintaxis |

Para comenzar, las acciones basicas de comunicacion entre procesos:

. . . e . s = ' ?
En los 80, Robin Milner propuso un lenguaje de especificacion para procesos Az=7|alm|a?m
concurrentes: cCs (Communicating Concurrent Systems).

i : 7 es la accion nula, a!m es el envio de m por el puerto de salida del canal o
Dicho lenguaje consta de:

y a?m es la recepcion de m por el puerto de entrada del mismo canal.

@ Un conjunto de valores (enteros, por ejemplo) que se envian o reciben Los procesos de cCs se definen asf:
a través de canales «, §3, etc.
@ Operadores para la composicion secuencial o paralela de procesos. pu=nil | X.p|> pilpllp | p\L|plf]|P
@ Un operador de “eleccién” iel
@ Operaciones para reetiquetar canales y restringir el acceso a éstos. En términos informales, la sintaxis contiene los siguientes elementos:
nil es un proceso que no realiza ninguna accion y se considera
primitivo;

A €S una accion;
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Sintaxis Il

Semantica operacional estructural |

@ Laforma mas comun de definir el significado de las construcciones de
un lenguaje es por medio de explicaciones en una lengua natural
(inglés, generalmente).

> es la eleccion arbitraria de un proceso tomado del conjunto de
procesos indexado por /;

|| es la composicion paralela de procesos (intuitivamente, ambos

. I ) @ Sin embargo, el lenguaje natural se presta a las ambigliedades y éstas,
procesos pueden realizarse simultdneamente);

_ o a los errores 0 a las divergencias entre las diferentes implementaciones
L es un conjunto de canales (cuyo acceso se restringira a otros de un mismo lenguaje.

procesos, como se vera mas adelante); . , . -
@ Para evitar estos problemas, aqui se usaran reglas de semantica

P designa a un proceso definido por medio de una expresion del tipo operacional estructural o SOE, para abreviar.

p= @ Una regla de inferencia tiene la forma siguiente:
=def P

P1y--. Pn

que puede tener caracter recursivo. q

donde py, ..., pn Son las premisas y q es la conclusion.
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Semantica operacional estructural || Semantica de ccs |

: . . . Las siguientes regl E define com mportan los pr ;
@ Las reglas de SOE son un tipo particular de reglas de inferencia en las as siguientes reglas SOE define como se comportan los procesos

que las premisas y la conclusién son transiciones.
@ Una transicion tiene la forma

Procesos resguardados

A
Ap—p
a— B
Sumas
@ El el caso de ccs, las transiciones tienen la forma siguiente N
L el
pAp g !
dielPi—q

donde Py P son procesos de CCS y \ es una accion basica.

@ |Intuitivamente, la regla quiere decir “El proceso P se transforma en el \ \ \ 5
proceso P’ después de ejecutar la accién \”. Po — P} p1 — P Po—py p1—p

Composicion paralela

Po || P1L>P6 | p1 po || P =2 po | P, po |l p1——p4 |l P
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Semantica de ccs Il

Ejemplos

Restriccion Veamos un ejemplo muy sencillo: un buffer de capacidad 1.
A @ Un buffer es un dispositivo de almacenamiento con capacidad finita en
p—4q AgLUL el que un proceso (el productor) puede guardar informacion a la espera
p\L A q\L de que otro proceso (el consumidor) lea esta informacion.
_ . @ La lectura destruye la informacion guardada.
Reetiquetamiento

@ Es importante que la informacion se guarde y se consuma de acuerdo
A .
p-—25q con los permisos de los procesos.

f f(2) f @ El siguiente proceso de CCS se comporta de acuerdo con la
Pl = qlf] descripcion anterior:

| (centiadores B =g ((a?m. Bim.ni) || (57m. 7!m. B)\{5}
P —; 9 donde P = p.
P—q
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Una légica para CCS Semantica

La relacion de satisfaccion se define de manera inductiva a partir de la
estructura del lenguaje L(CCS):
Ahora definiremos un lenguaje simple de especificacion de propiedades por
parte de programas en CCS. La sintaxis es muy simple:

"4 Vp € ccs
F Vp € ccs

(ND si T pspAp D
()0 si I A pSp AP ED
ND  si Vo .pp = p =D
[[1D  si WP, A.psp =p ED
uX.D sii P = Dix=ux. oy

D:=V|F|-D|DVD|DAD|{\ND|{-)D|uX.D
y las siguientes abreviaturas

[AID =gt ~(\)=D  [-]D =ger ~(-)=D

T T T T v T o
L L | I | | I N |
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Ejemplos | Ejemplos I

(recuérdese que el operador [ - | nos obliga a considerar todas las
transiciones posibles) tendremos que

nil || (B'n. nil) = (a?m) V.

Considérense ahora los programas y proposiciones siguientes:

El programa (a?m . nil) || (B!n . nil) satisface la formula («?m)[-]V pues
una posible transicién es la siguiente

(a?m . nil) || (B'n. nil) <2 nil || (B!n . ni)

y este Ultimo programa sélo puede ejecutar una accion, por lo que la Unica

transicion posible es P =4t (a?n.nil)|| («?n.pBIn.P)
' L Py =g Bn.P
nil || (B!n. nily — nil || nil V=g X BNV V()X
y nil || nil = V. En cambio, el mismo programa no satisface la formula ¢ =g pX. [ [BMVVI]HX

-1{a?m) V, pues si tenemos primero la transicion ) ,
[ Ha?m) V. p P Para saber si P = W tenemos que saber si

(a?m.nil) || (8'n. nil) "% il || (. nil) P () (B V Y () X)pcy

Francisco Hernéndez Quiroz Légica Computacional Ap. de I6gica modal Francisco Hernéndez Quiroz Légica Computacional Ap. de I6gica modal




Verificacion de programas concurrentes Verificacién de programas secuenciales

Concurrencia Seméntica operacional estructural ~ Una légica para ccs Un lenguaje de programacion imperativo ~ Légica dindmica

Ejemplos IlI Verificacion de programas contra debugging

E ir, si P MBInVoP Sv.D | finici

s decir, si () <.5 n /0 = (-)V.De afuerfjo C?” as d? iniciones @ Una préctica muy extendida consiste realizar ensayos (“pruebas”) de un
correspondientes, existen P’y A tales que P — P'y P’ |= (5l V, a programa para ver si realmente cumple la tarea para la que fue
saber, P’ = Py y A = a?n. Entonces P |= V. disefiado.

Por otro lado, P = & siy solo si e o o
@ Esta practica tiene una limitacién seria: un fracaso es evidencia de que

Pl ([ 1BV A [ 1) X) 0] existia un error, pero la ausencia de fracaso no constituye una prueba
de que no existan errores: un ensayo no puede explorar todas las
lo que se reduce a P = [-]1(B!n)V o P |= [-](-)®. Pero el operador [ -] situaciones posibles en las que se ejecuta un programa.
nos obliga a considerar todas las transiciones posibles y, en particular, @ Una alternativa consiste en la demostracion de programas: la aplicacién
tenemos el caso en que P o nily nil /= (8'n) V' y nil [~ (-) . Por tanto, de alguna técnica matematica (basada en algun lenguaje l6gico) para
P~ . demostrar formalmente que un programa cumple con su tarea.
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Lenguaje IMP ¢ Qué es la programacion imperativa?

La sintaxis del lenguaje IMP se describe a continuacion en la notacién de
Backus-Naur. Empezaremos con las expresiones aritméticas EA:

Aw=n| X | (A+A)[(A—A)| (AxA) @ IMP es un lenguaje imperativo tipico: el comando basico es la
asignacion de valor a las localidades de la memoria de la computadora.

@ Para definir el significado de una asignacion se parte de la existencia
de una mdquina virtual que posee una memoria con localidades con

B:=V|F|(A=A)|(A<A)|-B|(BAB)|(BVB) nombre:

dondenec Z,X elLocy A A € EA
Tenemos ahora las expresiones booleanas EB:

Loc={X,Y,Z, X, ...}

/ /
donde A, A" € EAy B, B’ € EB. @ Las localidades pueden tomar valores de Z.

Finalmente, los comandos del lenguaje IMP se definen asi:
Cu=skip| X:=A|(C; C') | (if Bthen Celse C') | (while Bdo C)

donde A€ EA,Be€ EBy C, C' € IMP.
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Estados de la memoria

Verificacién de programas secuenciales

Un lenguaje de programacion imperativo  Ldgica dinamica

SOE para IMP. Expresiones aritméticas

@ Un estado de la memoria es una funcion o : Loc — Z.
@ La expresion
o(X)
nos dice qué valor contiene la localidad X en el estado o.
@ La alteracion del valor de una sola localidad de la memoria cuando se
encuentra en el estado o se representa con la funcién
O[m/X)»

donde X es la localidad modificada y m es el nuevo valor.
@ Formalmente:

o(Y) siX7Y

Y) =
im0 (Y) m en caso contrario.

@ El conjunto de estados es 2.
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SOE para IMP. Expresiones booleanas |

En las expresiones booleanas, una transicién es (b,o) — T, con b € EB,
o € Xy T e {V,F}. Las reglas operacionales son:

(Vo) =V (F,o) = F

(ag,0) = n (a,0) > m

(ap=a),0) = V sii n'y m son iguales
0 =4dl)

(@,0) > n (a,o) = m

(@ =a),0) = F sii n'y mno son iguales
b=4a1),0

(@,0) > n (a,o) —>m
((a0 < ar),o) =V

sii n es menor o iguala m

(a,0) = n (a,o) = m
((a < ay),0) = F

sii nno es menor o igual a m
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En el caso de las expresiones aritméticas, las transiciones o« — /3 tienen la
forma
(a,0) > n

dondeac EA,c e X yneZ.

Diremos que “evaluar operacionalmente la expresion a en el estado o da
como resultado el valor n’".

Dicha evaluacion se realiza de acuerdo con las siguientes reglas:

(n,o) —n (X,0) = a(X)

(@,0) = ny (a,0) =M nNgopny =n
(@ opay,o) —n

En esta regla op puede ser+, — 0 X y op, +z, —z 0 Xz (ambos operadores
deben coincidir).
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SOE para IMP. Expresiones booleanas ||

(bo) =V (bo) — F
(=b,o) = F (-b,o) =V

<b0,0'>—>T0 <b1,0'>—>T1 conT = VSiTo,T1=V
(bp Aby),o) =T y T = F en caso contrario

(bp,o) = Ty (by,0) = T4 conT=VsiToy=VoTy=V
((boV by),o0) =T y T = F en caso contrario
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SOE para IMP. Comandos | SOE para IMP. Comandos I

Las reglas de transicion de los comandos son asi:

Condicionales
(c,0) — o,
(byo)y =V (cy,0) — 0’ (byoy = F (c1,0) = o’
dondec € IMPy 0,0’ € L. ((if bthen ¢y else ¢y), o) — o’ ((if bthen ¢y else ¢y), o) — o
El valor de ¢’ se infiere de este modo:
Ciclos
Comandos atomicos (b,o) = F
(a,0) = m ((while bdo ¢), o) — o

(skip,o) — o
<X = a,O'>—>O'[m/)q .
(byo)y =V (c,o) =" ((whilebdoc),d”) — o

{(while bdo c),0) — o’

Composicién secuencial

(cy,0) = " (c1,0") = o’
((c; ¢1),0) = 0o
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Ejemplo Logica dinamica y verificacion de programas secuenciales

@ Entre los muchos sistemas de demostracién de programas, esta la
I6gica de Hoare o0 semantica axiomatica.

@ Aqui se presentard una version distinta notacionalmente a la que

Dadas las reglas anteriores, no es dificil ver que el programa de IMP siguiente presento originalmente Hoare para que parezca una légica mas de la
calcula el factorial del nimero n (sin > 0) y lo guarda en la localidad Y: familia de I6gicas modales dinamicas.
X o1 @ Una formula basica en esta logica tiene la forma
Y=1, a = [P]B,
while X < ndo (X := X +1;
Y=Y xX) donde o'y 3 son formulas del calculo de predicados de primer orden

(las localidades de memoria son consideradas también términos
validos) y P es un programa de un lenguaje imperativo simple.

@ Laférmula dice que si el programa P se ejecuta en un estado de la
memoria o que satisfaga « y si (P, o) —* o, entonces el estado o’
satisfara j.
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Reglas de inferencia

La Idgica de Hoare esta formada por las siguientes reglas:
skip « = [skip]a asign  ap-g = [x = dla
a= [P 5= [0y
a=[P; Q
aANb=[P]8 aA-b=[Q]5

sec

cond [ bthen P else Q]
ciclo tANb= [P
. = [while bdo PJs A —b
/ / / /
cons a=d oJ=[PIf =0

a=[P15
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Invariantes Il

Para esto, es necesaria una eleccion apropiada de una ¢ que cumpla lo
siguiente (. no es unica):

@ . debe ser efectivamente un invariante, es decir, cumplir con la premisa

Lt A b= [P].
Qa=.
Q .A-b= B

El requisito 1y la regla ciclo nos permitiran concluir
¢t = [while bdo P]. A —b.

Con esta conclusidn, los requisitos 2 y 3, junto con la regla cons nos
permitiran llegar a
a = [while b do P]5.
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Invariantes |

Las ultimas dos reglas necesitan cierta explicacion.

@ Enciclo, la férmula . se conoce como invariante, pues es es verdadera

antes y después de la ejecucion del cuerpo del ciclo.

@ ,Para qué se necesita una formula que afirma que algo no cambia con

la ejecucion de un programa?

@ Laregla ciclo se puede combinar con cons para poder demostrar que

un ciclo cumple con la tarea para la que fue disefiado.

Sean a y g férmulas y P un programa. Se quiere demostrar que

a = [while b do P]g.
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Ejemplo |

Supongamos que tenemos el programa Suma siguiente:

X =0
Y =0;
while Y < ndo
(X=X+Y,;
Yi=Y+1)

Suma calcula la sumatoria de los primeros n nimeros naturales, aunque no

es eficiente pues
n+m

n
Zi: .
i=0
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Queremos demostrar que
) Si adoptamos la convencion general de que, para cualquier término t, se
0<n= [SumalX= i tiene que
- [ ] %0: t=teV

La regla asign nos da concluimos que

0=0A0=0A0<n = [X:=0X=0A0=0A0<n (0=0A0=0A0<n) < (VAVAO<N) < (0<n).
X=0A0=0A0<n = [Y:=0]X=0AY=0A0<n La tltima doble implicacién y la regla cons dan
Y la regla sec nos da 0<n=1[X=0; Y:=0]X=0AY=0A0<n (1)

0=0A0=0A0<n=[X=0; Y:=0]X=0AY=0A0<n
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Si pudiéramos demostrar que Esto nos sugiere que
n y—1
X=0AY=0A0<n=[WX=) ] L=get X= ) IAY <n+1A0<n,
i=0 i=0

donde W es el resto de nuestro programa, a saber, Por supuesto, este no es el tinico invariante que cumple con 1-3.

while Y < ndo (X:=X+Y; Y:=Y+1) Hay un numero infinito de otros invariantes que lo hacen, algunos triviales
- ' como y
] : - T —1
podriamos deducir la meta original con una aplicacion mas de sec. ;L .
Para esto aplicaremos la regla ciclo con un invariante . adecuado. v S X = Z INYZn+1A0<anZ=2,
Recordemos que los requisitos 1-3 nos piden: _ :.=o S
Q AY<n=[X=X+Y: YVi=Y+iL donde se menciona la localidad Z, la cual ni siquiera aparece en el programa

y no agrega informacion Util.
O X=0AY=0n0<n :> b El propuesto es probablemente el mas compacto de todos los invariantes
Q AYZLn=X=30i posibles.
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Verifiguemos ahora que « cumple 1-3.
Requisito 1: tenemos que asign nos permite deducir las dos férmulas

Y+1—1
X+Y = > iAY+1<n+1A0<n=
i=0
Y+1—1
[X:=X+Y]X= ) inY+1<n+1pA0<n
i=0
Y411
X = D inY+1<n+in0<n=[Y:=Y+1]
i=0
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La regla sec nos permite concluir

Y411
X+Y= Z INY+1<n+1AN0<0=[X=X+Y; Y=Y +1]u
i=0

Y no es dificil ver que

Y+1—1
LAY§n¢X+Y=§:iAYHfQH1AO§m
i=0

y una aplicacion mas de cons nos da
LAY <n=[X=X+Y; Y=Y+1],

con lo que queda demostrado que « cumple 1.
Aplicando la regla de ciclo podemos afirmar

L= [W]eAY £n. 2)
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Requisito 2: la definicion de sumatoria muestran que ¢ lo cumple.
Requisito 3: la aritmética implica también que

Y<n+iAYLn=Y=n+1
2y 3 se refieren en este caso a las afirmaciones:
X=0ANY=0AN0<n = .

n
LAY £ = X=)i
i=0
Estas dos férmulas y (2) nos permiten obtener

n
X=0AY=0A0<n=[WX=> i
i=0
lo cual, combinado con (1) nos da

n
0<n=[SumalX =) i
=0
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