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Légica modal

Sintaxis de la I6gica modal proposicional

La sintaxis de la légica modal proposicional es:

az=pi|G|h|-al(ava)|(ana)|(a=a)|(a e a)|Ca|Da

Los ultimos dos operadores modales no existen en el célculo de
proposiciones

Qo seleerd  “posiblemente o
Oa seleerd “necesariamente o”
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Logica modal

@ Laldgica modal originalmente intentaba capturar el significado de los
operadores “es necesario que...” y “es posible que ...”

@ Estos operadores no se pueden definir por medio de funciones
booleanas.

@ Otros conceptos también se pueden expresar como operadores
modales: temporalidad, acciones, conocimiento, etc.

@ La semantica de estos conceptos es similar a la semantica de
necesidad y posibilidad.

@ Esto ha permitido aplicar la Idgica modal en &mbitos distintos a la
filosofia: matematicas, computacion, teoria de juegos, etc.
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Légica modal

Mundos posibles

La semantica de la Idgica modal no se puede definir con funciones
booleanas. En su lugar se emplean marcos

F=(W,R),

donde
W={w,w,...}

es un conjunto de mundos posibles y

Alternativamente, el operador O se puede definir en términos de < (y RCWxW

viceversa):
Oa =def -
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es una relacion de accesibilidad entre mundos.
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Satisfaccion y verdad El caso de los operadores modales

Las proposiciones atédmicas no reciben un valor de verdad Unico, sino uno El caso de los operadores modales es obviamente distinto:
por cada mundo posible.

Sea F = (W, R) un marco y sea P, el conjunto de proposiciones atomicas.
Una funcién de evaluacion es del tipo

Feew EDa si Yve W.siR(w,v)entonces F,e Vv = «
Few ECa si ve W.R(w,v)yF, eV«

e:Pyx W — {V,F}. Con estas definiciones, la satisfaccion se puede generalizar:

La relacion de satisfaccion = es relativa a F, a una evaluacion ey a un FeFa si YweW.Fewl o

mundo especifico w € W: : . -
P En este caso, diremos que « es verdadera en e. Finalmente, definiremos

Feew E=p si e(pw)=V  Vpeh validez respecto a un marco F:
Few E -« si F,e,w £« y
Few E=aVviy si Fewk=aobenF ewl=1 FEa si ve.JekEa,

Few Eany si FewkEayFewgEy
Feew Ea=1 si siF, e wE aimplicaqued, e w =1
Few EFasy si FewkEasiF,ewkE=y E Sii VF.F E a.

y validez en general
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Ejemplos Un solo marco, dos evaluaciones
@ En las siguientes ldminas se presentaran los marcos como gréficas u u
dirigidas.
@ Los vértices corresponden a los mundos posibles u, vy w y las aristas,
a la relacion de accesibilidad entre mundos. v v
@ Las férmulas atémicas verdaderas en un mundo se escribiran dentro
del circulo correspondiente. Las féormulas que no aparecen en el circulo
son falsas.
, w w
@ Entodos los casos se presenta dos veces el mismo marco, pero con
evaluaciones distintas en cada gréfica. Feu £ Op Feu £ Op
@ Enlatercera lamina se presenta un caso aparentemente paraddjico de Feu W~ Op Few E Oq
un marco con una relacién de accesibilidad vacia. F, e E O(pvagvr) F, e K O(pVvr)

(falla en w)
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Un solo marco, dos evaluaciones y formulas vélidas Un caso en apariencia paraddjico

v ’ @ O

Feu E Op Feu E O-p

Fe = Op Fe [ Op
Jeu = op S Fe & Op Fe = Op
Fe E Op=<p Fe E Op=<C-p
para toda formula o, F = O pero F £ Qo
FTEOp=<p
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Propiedades de la relacion de accesibilidad Esquemas modales

En los ejemplos anteriores se pudo apreciar que la validez de una férmula

depende de propiedades abstractas de la relacién de accesibilidad. He aqui Las propiedades anteriores corresponden con los siguientes esquemas de
una lista de propiedades interesantes: formulas validas:
Py Yu.dv.u—v serial Sy HOa= Ca D(c)
P, Yu.u—u reflexiva S Da=a T(a)
P; Yuv.u—v=v-—-u simétrica S a= 00« B(a)
Py Yuv,w.u—=VAV—=SW=U—W transitiva Sy Oa= 00« 4(«)
Ps Yuv,w.u—VAU—W=V—W euclidiana S5 Ca= 00a 5(cr)
P VUV,W.U—>VAU—SW=V=W funcional S Ca=Da
parcial S Ca s Da Q(a)
P, Yu.3v.u—v funcional S OO0a= Oa R(a)
Py Vuv.u—v=EGw.u—>wAwW—V) densa débil S O(aADa= pB)vOBADS= )
Py YUV,W.U—VAU—W=V—>WVW—VVV=w conexadébi Sio OOa = BOa G(o)

Py Vuv,w.u—vAuU—WwW= (IZ.V—=ZAW—2Z) dirigida débil
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Equivalencia entre propiedades de Ry esquemas modales Reglas de inferencia

a= 0,

B

K O(a= B)= (0a= 0p5)

MP

Teorema. Sea I = (W, R). Entonces
N —
FES sii R satisface P;. Oa
a= 0 a= 0

Demostracion. Se procede caso por caso.
Oa = 0p Ca = Op

Se toma como primitiva la definicion de <&

<>O[ Edef =O-q.
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Sistemas axiomaticos particulares Ejemplo de demostracion
Todos los sistemas axiomaticos para logica modal incluyen el axioma K'y las El sistema T incluye al sistema D, es decir
reglas MP y N. La regla EN puede obtenerse a partir de K, MPy N. Otros
sistemas son: FrOa = <a.
KD KT KB K4 K5
- , . , Demostracion:
Los siguientes sistemas reciben un nombre particular
S4 = KT4 S5 = KTS5. 1 O-a = o Instancia de T
2 a= -0« Teorema (o = ) < (=0 = )

En adelante, g designara la relacion de deducibilidad en un sistema S.

Algunos sistemas son “subsistemas de otros”, es decir, sus teoremas son 3 Da =« Instancia de T
rem istemas ma rosos. Por ejempl

teoremas de sistemas mas poderosos. Por ejemplo 4 Do = —Ooy Teorema o = B,8 = v - a = ~

Fkps implica Fss o Va 5 Oa = Oa Def. de &
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Sintaxis Semantica  Sistemas axiomaticos

Logicas multimodales

Légicas multimodales

Sintaxis Semantica  Sistemas axiomaticos

Semantica de las légicas multimodales

Una l6gica multimodal tiene una sintaxis similar a la l6gica modal, salvo que
ahora se cuenta con un conjunto de etiquetas £.
Sea a € L. La sintaxis de una légica multimodal es

az=p|glnl-al---|(@all@al{)a]]-]a

Los simbolos modales anteriores no tienen una lectura universalmente
aceptada. Una posibilidad es:

(a)a  seleerd “después de transitar por a, posiblemente o’

[ala  seleera “después de transitar por a, necesariamente o’

(Yo seleerd “después de cualquier transicion, posiblemente o”
[-]oo seleerd “después de cualquier transicion, necesariamente o”
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Légicas multimodales

Sintaxis  Semantica  Sistemas axiomaticos

Sistemas axiomaticos

Los siguientes axiomas son versiones multimodales de D, B, 5y G:

[gla = (ba
a = [a(b)«a
(@) = [bJ(c)a
(a)[bla = [c](d)a

Sin embargo, los sistemas multimodales suelen tener axiomas especificos
relacionados con su dominio de aplicacion. Esto se vera en la seccion de
l6gicas especializadas.
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Un marco es una terna

F=(W,R,L),

donde £ es un conjunto de efiquetasy R C W x £ x W.Seanw,v e W
yae L.SiR(w, a, v) escribiremos

a
w—V.

Finalmente, sea e : Py x W — {V, F} una evaluacién. Entonces

Few Ep Sii

Few E[aa sn

Few E(aa si
Few E[-]a si
Few E()a si
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e(pw)=V  Vpeh

Vv e W.siw3 ventonces F, e v = o
WeW.wivyFevEa

Vae L.Vve W.siw- ventonces F, e,V = a
JacL.IveW.wBvyFevEa
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