Introduccidén

@ La programacion légica es uno de los paradigmas de programacion

LOG|CA COMPUTACIONAL mas alejados del imperativo.
. . @ Un sistema de demostracion de teoremas funciona como un
PROGRAMACION LOGICA mecanismo computacional.
@ La programacion logica es declarativa: un programa es una declaracion
Francisco Herndndez Quiroz de qué se desea, y no una receta de como obtenerlo.
@ Enla practica, no siempre se puede alcanzar este ideal, por cuestiones
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E-mail: fhq @ ciencias.unam.mx @ La fundamentacién semantica de la programacion légica son los
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@ Un problema dificil en programacion légica es el de la negacion. Aqui
se presentaran dos enfoques distintos del tema.

@ Ellenguaje Prolog es un compromiso entre los principios de la
programacion logica y la eficiencia de implementacion.
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Unificacion Unificacién

Unificacién Ejemplos

Los términos

fxf(cz) vy Fehyx)

. . . son unificados por la sustitucion
La unificacion es un caso especial de sustitucion.

[x,y,z:=¢c,c],

Definicion

. . . pues
Sean E y F dos expresiones (ya sean dos formulas atomicas o dos términos

2/, 2 T (g2
funcionales). Un unificador de E y F es una sustitucion o tal que (% (6, 2))pey.z=ce = fi (6 fi(e €)) = F (e, (Y, X)) peyz=ccal
A las férmulas atdmicas

P2((x,y),c) v  Pizy)
las unifica la sustitucion

ERN=IE:

[z,y = £(x,¢), ]
P12(f12(X, y), C)[z,y::ff(x,c),c] = P12(f12(X, ¢),c) = P12(Z, y)[z,y::ff(x,c),c]'
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Unificacion Unificacion

No siempre es posible unificar dos expresiones: Composmon de sustituciones

flxe) vy Flonx)

no tienen un unificador.

En cambio, en otros casos tenemos mas de uno, como con las formulas La composicién de dos sustituciones se define asi:

P (x,y) y P (v, X) o = [X,... X =t,. .., b
con los unificadores n = [Yiy-eosYm =51, 5m
noao=on = ([X,....X% =ty ..yl = [X =1, | Xi=t,])
b=yl =y ey=od Ot Y= St aSul = b= 51| i € dom(o)])

P12(X’ Y)[x::y] = P12(Yv y) = P12(y’ X)[x::y]
PE (X, V= = P(x, x) = Py, X)yi=x]
P12(X’ y)[x,y::c,c] = P12(C1 c)= P12(C’ C)[x,y::c,c]
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Unificacion Unificacién
Ejemplo Unificadores de maxima generalidad

Sean
o =gt Xy, Wi=2,f(x),V]
N = [2XV=y,¢,0] Definicién

dos sustituciones. Entonces Sean E y F dos expresiones y sea ¥ el conjunto de sus unificadores. Un

1 unificador de maxima generalidad (umg) es una sustitucion . € X tal que
on = [Xy,w=2z, 500 U ([Zx,vi=ycw] —[x:=c]) para toda o € ¥ se tiene que o = o.

(y, we=y, £ (c),w] — w=w)Ulz,v:=yw]
[X,y,Z,V:= y,f11(C),y, W]
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Unificacion Unificacion
Ejemplos Diferencias

Definicion

(a) Sean E y F dos expresiones. El conjunto diferencia de E y F, denotado
En el ejemplo de las expresiones P2(x, y) y P3(y, x), los dos primeros por d(E, F), se define asi:
unificadores propuestos son de maxima generalidad, pues

d(E,F) = 0 siE=F
[x=yllxy=cc = [xy=cc| d(f(t, .. b)), 0, .. ) = d(t, E)U---Ud(t, 1))
[x=ylly=x] = [y=x] d(Pa(t, .. b)), POt ) = d(t, ) U---Ud(t L))
y=x]xy=ccl = [xy=cc| d(E,F) = {E:F}  encualquier otro caso
[y =xlx=y] = [x:=y]

(b) Una sustitucion reductora de d(E, F) es una sustitucion x = t derivada
de algun par E; : F; € d(E, F) talque x = E; y t = F; (o viceversa) y x no
aparece en t.

(c) d(E, F) es reductible sii se puede derivar una sustitucion reductora de
todopart:t € d(E,F).
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Unificacion Unificacién
Un algoritmo para umg Ejemplo

Unificaremos las expresiones f2(x, £2(a, y)) y f2(a, £2(x, 2)):

El algoritmo es muy simple: construyase una sucesion de pares de
expresiones y otra sucesion de sustituciones: d(2(x, (ay)), (a2 (x,2)))

{x:raa:xy:z}

(EnFo) = (EF) o0 = k=4

Ens1, Foy = Ena,,, an,, H1 = 00
EretofFrt) = ) (0% (@ 1)) (8 B, D)) = (R(aB(ay)), R(a (a2))

po = 0
° d(f(afay) fak@z) = {y:2)
Hpst = HnOn [y . z]
0'1 = =
donde o; es una sustitucién reductora de E; y F;. La sucesion ((Eo, Fp), . .. ) e = woy=[x=ay=2
es finita y al final se llega a uno de dos casos: (a) d(Ey, Fy) = 0, 0 (b) el (R(aB@y)e, ffaf(az)s) = (f(af(az)f(ah(az)

conjunto d(Ey, Fp) es irreductible.
y como los dos ultimos términos son iguales, el umg buscado es ;.
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Definicion

Una clausula definida es un enunciado de la forma

Clausulas definidas

VX, oo o Xm Vs Yk BI A A B =

donde 31, ..., Bn y o Son formulas atomicas, X4, ..., Xm Son las variables

@ En principio se podria tener un lenguaje de programacion Idgica que que aparecenena y yi, ..., i son las variables que aparecen en las 5;
abarcara todo el calculo de predicados de primer orden. pero no en c. Siguiendo la tradicion, la cldusula del ejemplo se escribira
@ Por cuestiones de eficiencia computacional nos ocuparemos solo de las
férmulas que se ajustan a una sintaxis particular y que se conocen a< Bi,..., B

como cldusulas definiaas. ’ ,
La férmula o se conoce como el encabezado, mientras que 34, ..., B Son

el cuerpo.

Una formula puede caracer de cuerpo o de encabezado, y en este ultimo
caso se llamara una meta.

Un programa légico es un conjunto de cldusulas definidas, ninguna de las
cuales es una meta.
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Clausulas def. Clausulas def.

Mas sobre las metas Ejemplo

1. P(c, ff(c)) —

2. P(fl(c). fl(c)) «

3. PR (F(x)), (v, 2)) < P(x.y), P (£ (x), 2).
Por otra parte, conviene notar que de acuerdo con nuestra notacion una

. . . 1 2 .
meta equivale a la negacion de un enunciado existencial: Si se interpretan las funciones f; y f; como sucesor y +, respectivamente, y

la constante ¢ como 0, P12 corresponde a una relacion que asocia el natural n

—B=-3,....%.B. con el n-esmg numero de Fibonacci. N
Para hacer mas transparentes los programas ldgicos, en adelante nuestro
donde ys, . . ., yx aparecen libres en f. lenguaje logico incluira simbolos que hagan obvia su interpretacion.

El programa anterior se puede rescribir asi:

1. Fib(0, 5(0)) «
2. Fib(s(0), s(0)) «
3. Fib(s(s(x)),y + z) « Fib(x, y), Fib(s(x), 2).
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Resolucién Resolucién

Resolucién Resolucion proposicional

a+ Bi,...,06n — Oy Yk
B Bk

Las dos premisas son resolventes y la conclusion es la resolucion.

tr denota los teoremas demostrables por resolucion.

Por ejemplo, demostremos que g A r = p, q, r 5 p:

Resolucion

@ La resolucion es una regla de inferencia que permite demostrar
teoremas por medio de refutacion.

@ Supdngase que se tiene un programa logico I' y se quiere demostrar
que una férmula atémica o se sigue de T 1T pqr Programa

@ Entonces se incluye como premisa la meta <— « (es decir, —«). 2 Programa
o . L e ,
Una demostraolop por resolucion nos permitira Qerl)/ar férmulas hasta 3 re Programa
que, en caso de éxito, lleguemos a una contradiccion y entonces se
afirmara que « se sigue de T 4 +p Meta
5 «qr Resolucién 4, 1
6 <« r Resolucion 5, 2
— Resolucién 6, 3
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Resolucién Resolucién

Version para el calculo de predicados Resolucion y computacion

¢ Como se puede computar un resultado por medio de la resolucién?
La regla de resolucién para el calculo de predicados es: Supongase que se tiene un programa logico Py una meta

«— PM(t, ...t
a%/311""13n Fa,’fy1""yfyk m(1 n)

By B Vs -+ Y es decir,

Si al aplicar Res k veces se llega a la clausula vacia <, se habra
demostrado que

donde 1 es unumg de oy o' y las variables que aparecen en la primera
premisa no aparecen en la segunda.

HX‘],,Xng?(th,tn)
y, al mismo tiempo, se tendrd un umg por cada aplicacion de Res:

Una instancia de la regla es:

P(x, f(x)) < Q(x,y), R(y) < P(a z),R(2) [y ke
« Q(ay), Ry), R(1(2)) o o
La aplicacién de las sustituciones:
qu(t‘], ceey tn)ﬁ”'"ﬂfk

constituye el computo deseado.

donde p =gef X, Z = &, f(a).
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Resolucién Resolucién
Ejemplo | Ejemplo Il

Fact(0, s(0)) Prog 5y 7 cumplen hacen que las variables de los resolventes sean disjuntas (m
aparece en 3y en 4y 6). La sustitucién final es:
2 Fact(s(n), m x s(n)) < Fact(n, m) Prog e = [nx:=s(s(0)), m x s(s(s(0)))]
3« Fact(s(s(5(0))), x) Meta po = [m:=m]
4 <+ Fact(s(s(0)),m) Res 2, 3 con us = [nm’ = s(0),mx s(s(0))]
n, x = 5(s(0)), m x s(s(s(0))) pa = [m:=m]
5 < Fact(s(s(0)),m) m:=m en4 ps = [nm"=0,mxs(0)]
6 <« Fact(s(0), m) Res 2,5 con n,m :=s(0), m x s(s(0)) pe = [mi=s(0)]
P23 e pisfle = [

7« Faci(s(0), m) m:=m en6 po= [x:=5(0) x 5(0) x 5(s(0)) x s(s(s(0)))]
8 <« Fact(0,m) Res 2,7 conn,m :=0,m x s(0) Fact(s(s(s(0))),x), = Fact(s(s(s(0))),s(0) x s(0) x s(s(0)) x s(s(s(0))))
9 « Res 1,8 con m := s(0) = Fact(3,6)

La sustitucion p esta simplificada para recoger solo el valor de x.
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M. de Herbrand M. de Herbrand
Modelos de Herbrand Ejemplo
Def|n|0|on
En el programa l6gico para calcular la funcion factorial tenemos que

Sea P un programa Iégico y sean Cp = {c¢y, ..., cn} y Fp = {f3} el conjunto
de constantes y el conjunto de simbolos de funciones que aparecen en P. La ® Eluniverso de Herbrand es
cerradura inductiva de Cp bajo Fp es Cp. {0, 5(0), (5(0)), .., 0 x 0,0 x 5(0), 5(0) x s(0)}.
Constriiyase un conjunto Up con un elemento por cada elemento en Cp.
Este conjunto es el universo de Herbrand de P y sus elementos son los @ La base de Herbrand es
términos basicos.
La base de Herbrand es el conjunto de formulas atomicas con predicados {Fact(0,0), Fact(0, s(0)), . .. }.
que aparecen en P y cuyos argumentos son términos basicos. . 5
Una interpretacién de Herbrand es el subconjunto de la base de Herbrand @ Un modelo de Herbrand tiene a la relacion
satisfechos en la interpretacion.
Un modelo de Herbrand es una interpretacion que hace verdaderas todas las 1(0,5(0), (s(0), 5(0)), (s(s(0)), (s(0))), - - - }
cldusulas de P. , g iy

larel Fact.
El'modelo minimo de Herbrand es la interseccion de todos los modelos de como interpretacion de la relacion Fact
Herbrand. Este es el modelo buscado para el programa P.
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Negacion Negacion
Negacion ¢Una regla mas poderosa que resolucion?

¢ Como se puede demostrar, dado el programa para la funcién factorial
anterior, que —Fact(3, 9)? Hay al menos dos problemas:

(a) Dado que la resolucion busca refutar una férmula, para demostrar Para resolver el problema (a) se puede pensar en una regla de resolucién
—Fact(3, 9) debemos partir de ~—Fact(3, 9), que equivale a la més fuerte, digamos g, que nos permita demostrar teoremas de la forma
clausula Fact(3, 9) <. Obviamente, no se puede aplicar resolucion con
esta “meta’. g —a.

(b) Aunque la intencion del programa fue definir precisamente la funcion )
factorial (y no algo “parecido”), desde el punto de vista I6gico Fact(3, 9) Pero esto nos lievaria a demostrar

no es inconsistente con el programa: si se interpreta el predicado Fact

como Ia relacion Fact(0, s(0)) «—, Fact(s(n), m x s(n)) < Fact(n, m) Fr, —Fact(3,9)

{(n,m) | m=nl}U{(3,9)} y ya sabemos que esto no deberia probarse, como nos dice (b). De hecho, el

. , problema no se limita al caso de Fact.
se tiene un modelo del programa y de la férmula Fact(3,9) a la vez. Es

decir,

Fact(0, s(0)) <, Fact(s(n), m x s(n)) < Fact(n, m) = —Fact(3,9).
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Negacion Negacion
Negacion y correccion Negacion y consistencia

Un principio de solucion es restringir las formulas negativas demostrables, es
decir, dado un programa I' y una férmula —c, sélo se podria demostrar

Teorema

Sea g/ una regla que es mas fuerte que - en el sentido de que permite
demostrar teoremas de la forma I” -, —«. Entonces, -, no es correcta, es
decir, existen T y o tales que I' k5 —«, pero se tiene que T = —av.

r I—R/ nle

en caso de que I' U {—~a} sea consistente (en este caso se dird que g es
correcta en sentido débil). Pero, como calcular las formulas negativas
consistentes con un programa?

El ejemplo de —Fact(3, 9) es una instancia de este teorema.
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Negacion Negacion

Closed world assumption | Closed world assumption ||

Una perspectiva es la llamada suposicion del mundo cerrado (0 CWA):

Definicion

Si el “hecho” « no es derivable del programa, y considerando que éste
describe el “mundo” por completo, concluiremos que —a.

Sea " un programa Iégico y sea « una férmula no negativa. La regla de
derivacion CWA es:

[ e o El siguiente teorema es el fundamento de la suposicion del mundo cerrado:
R
e’ Teorema
El conjunto de consecuencias negativas de I bajo la hipdtesis del mundo , _
cerrado es el conjunto SiT es un programa y —o € cwa(l"), entonces I' U {—a} es consistente.

ewa(ln) = {—a | T t/5 a}.

CWA nos dice que un programa logico es un mundo “cerrado” sin
intereferencia de otras clausulas que no pertenecen al programa.
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Negacion Negacion

Desventajas Negation by failure

Desafortunadamente, el teorema siguiente plantea un problema @ Otra perspectiva, mas modesta, es la llamada negacion por fracaso o

(computacionalmente) insuperable: NF.

— @ Sipara un programa Py una férmula especifica « es posible
determinar de manera computable que P t/g «, entonces se aceptara

Dado un programa I y una formula «, la pregunta ;" Fg «? es indecidible, Q.

es decir, no existe un algoritmo que la conteste en todos los casos. @ Desafortunadamente, los detalles técnicos se dejaran para un curso

mas avanzado.
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Bases de datos relacionales
Bases de datos relacionales

@ Las bases de datos relacionales son un formalismo para representar y
analizar bases de datos.

@ En este enfoque, una base de datos esta formada por un modelo con
objetos y relaciones entre ellos y un subconjunto del calculo de
predicados que nos permite utilizar este modelo para extraer
informacion.

@ Una consulta a una base de datos es afin a la demostracion de un
teorema existencial.

Bases de datos relacionales
Atributos y relaciones |

@ El conjunto de atributos es U. Los atributos pertenecen a este conjunto
y los denotaremos con las letras A, B, . . .

@ Los dominios de los atributos se sefialaran con A(A), A(B),....La
union de todos los dominios de atributos es A.

@ El universo de atributos es U Ciiy U

@ Un esquema de relaciones es un conjunto R C U. Un esquema de
base de datos D basado en U es un conjunto de esquemas de

relaciones tal que
UJR=u.

ReD

@ Sea X C U. Una X-ada v es un una mapeo X — A tal que
X(A) € A(A).

@ Seavuna X-adaysea Y C X. La proyeccion de v en Y, denotada por
v[Y] es la restriccion de v al subdomino Y.

Francisco Herndndez Quiroz

Bases de datos relacionales
Atributos y relaciones |I

Légica Computacional Programacién I6gica

@ Si R es un esquema de relacién, una relacion r es un conjunto de
R-adas.

@ Si D es un esquema de base de datos, una base de datos d es un
conjunto de relaciones, una por cada esquema en D.

@ «(r) es el esquema de relacion de ry «(d) es el esquema de base de
datos de d.

Francisco Hernandez Quiroz

Bases de datos relacionales
Ejemplos

@ Sea U C U el conjunto

{N = nombre, B = nacionalidad, A = afiliacion, E = edad,
F = contribucién},

con dominios definidos de acuerdo con la interpretacion intuitiva de los
atributos.

@ Sean Py Q los siguientes esquemas de relacién:

Légica Computacional Programacién légica

P={N,B,A} Q={AEF}

@ Sea p la relacién definida por esta tabla:

Nombre Nacionalidad | Afiliacion

Alan Turing | Britanico Cambridge

C.A.R Hoare | Britanico Oxford

E. Dijkstra Holandés U. de Texas en Austin
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Bases de datos relacionales Bases de datos relacionales

Lenguaje de busquedas del algebra relacional | Lenguaje de busquedas del algebra relacional |

Seanr,n, b, ... relaciones. Entonces
@ Tx(r) es la proyeccion de r en X, con las siguientes propiedades:
Q@ X Ca(r)yX=alx(r);

Q Nx(n={v[X]|ver} @ ¢u-5(r) esla seleccion enr por A = B:
@ ry <1y es la conjuncion natural definida por las siguientes @ ABea(r)yal(sas(r)) = afr);
propiedades: Q cus(r)={v|veryv[A =v|[B]}.
Q a(rnan)=a(n)Ualr); ® 0pja(r) es el cambio de nombre en r de A a B:

Q nxn={v|vesunaa(n)Ua(r)— adatal que via(n)] €
n, via(r)] € r}.
@ ry U esla union con las propiedades:
Q a(n)=a(r)ya(nhun)=aln);
Q nun={vivenobienvenn}.
@ r; — y es la diferencia con las propiedades:
Q o(n)=a(r)ya(n —r) =a(n);
Qn-n={vivenyvegn

Q Aca(r), B¢ a(r)y a(oga(r)) = (a(r) — {A}) UB,
Q oga(r)={v|3v er.v[B]=V[AlyVC#B.v[C]=V[C]}.
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Bases de datos relacionales Bases de datos relacionales
Lenguaje para el algebra relacional | Lenguaje para el algebra relacional I

@ Sea « una férmula del calculo de predicados ampliado para incluir las
relaciones definidas en las ldminas anteriores. Supongamos que «
tiene n variables libres. Entonces

o Lainterpretacion de {R, i, ..., X, : a(X, ..., X,)} consiste en las
{Roxi, Xt alXy, .y Xn) } n-adas en d tales que al sustituir las variables i, . . ., x, por valores en
& se obtienen n-adas tales que existen r-adas en d de las cuales las
es una expresion del calculo relacional. n-adas sean proyecciones restringidas a c.

@ Sea d una base de datos y sea o la union de los dominios de los
valores de los atributos que aparecen en d (como d es finita, también lo
es d). El par (d, &) puede constituir la base de una interpretacion de
una expresion {R, xi, ..., Xy : a(Xy, ..., Xy)} de la siguiente manera:

o Los simbolos de relacidn que aparecen en « son interpretados por los
esquemas de relaciones «(d).
o ¢ forma el universo de interpretacion para las variables xi, . . ., X,
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Bases de datos relacionales
Ejemplo

Consideremos la base de datos de la lamina 5. Sea X C P, con X = {N; B}.
Sea o = Ix. Ry(x, y), donde Ry = MNx(p). Entonces

{Ry:3x.Ri(x,y)} = {britdnico, holandés}, pues

@ P es un esquema de relacion con los atributos N, B, A;
@ larelacion p esta basada en este esquema;

@ la proyeccion My (p) reduce las p-adas en p a sus proyecciones en los
dos Unicos atributos de X, a saber Ny B;

@ larelacion interpretada por My (p) tiene dos argumentos

@ el cuantificador en « captura el primero de estos y deja libre sélo el
segundo

@ En resumen, nos preguntamos por los valores b de B tales que existe
un algun valor a del atributo N tal que el par (b, a) esté en My (p).
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