Sintaxis

Términos y férmulas ~ Sustitucion

Términos

LOGICA COMPUTACIONAL Tenemos dos conjuntos basicos. Las variables:
CALCULO DE PREDICADOS Var = (X020 o 2o}

y las constantes:
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donde X e Var, CeCy Ty, ..., T, son términos.
Al conjunto de términos lo denotaremos como T.
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Sintaxis Sintaxis

Términos y féormulas ~ Sustitucion Términos y férmulas ~ Sustitucion

Férmulas Variables libres y ligadas

Una variable en una formula puede aparecer libre o ligada. Definiremos dos
funciones para calcular los conjuntos de variables libres y ligadas:

Las férmulas atémicas se definen asi
F:Pred — P(Var) y B:Pred — P(Var)

Preds = {Pi(t,...,t) | 1 < nk t,...,t €T}
donde Pred es el conjunto de férmulas del calculo de predicados.

El conjunto de férmulas se genera por la siguiente gramatica

F(P{(t,....th) ={x|xet} B(P{(t,....,tn)) =0
a=¢|-al(ava)l | (Vx.a)|(3x.a), F(—a) = F(w) B(—«) = B(«)
Flav B) =F(a) UF(B) B(aV p) = B(a) U B(B)
donde ¢ € Pred y x € Var. .
F(vx . @) =F(a) — {x} B(Vx.«a) = B(a) U {x}
F(3x. ) =Fla) —{x} B(3x.«a) = B(a) U {x}
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Sintaxis

Términos y formulas ~ Sustitucion

Sustitucion en términos

Las funciones anteriores serviran para poder sustituir variables libres por
términos en férmulas arbitrarias de Pred.
Comenzamos con las sustituciones en términos:

1. X[X::t] =t .

2. Y=t =Y six+y
3. Cx==¢C sice C
4. falt,..., tn)[x::t] = fa(t [e=t]s = o tn[x::t])
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Semédntica

Interpretaciones ~ Satisfaccion, verdad y validez

Semantica

La semantica de Pred se basa en el concepto de interpretacion. Una
interpretacion [ consiste en un conjunto U al que llamaremos el universo de
interpretacion y tres funciones

v VaruC— U
o {f} = {o:U" = U}
n :{P}—={RCU"}

Las funciones W y & se combinan para la interpretacion de términos mas
complejos:

(A, ... 1) = (), ..., U(h)).
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Sintaxis

Términos y formulas ~ Sustitucion

Sustitucion en formulas

Ahora veremos las sustituciones en férmulas:
1. P;;)(th o tn)[x-—t] = Py (t‘l [x=t]s e tn[x::t])

2. (a) (_‘ ) x=t] = (=)
(b) (a \ 5)[x =] = (a[x =t] v B[x t])
© (@A B)=n = (=g A Bpx=1])
@ (o= B)x=q = (=11 = Bix=1)
@ (o< B)x=q = (=1 © Bix=1)
3. (@ (vx. )[x -1 = (Vx. @)
O) (VY. )=y = (VY- Qpe=q) six¢g FV(a)oy ¢t
) (vy. 0‘) [x=t] = VZ. (O‘[y—z])[x =t] sixe FY(a)yy et

(z una variable nueva)

(d), (e) y (f) corresponden al cuantificador existencial 3y son anélogas.
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Seméntica

Interpretaciones ~ Satisfaccion, verdad y validez

Satisfaccion |

La satisfaccion es una relacion entre interpretaciones y formulas de Pred.
Sea o € Predy sea | = (W, &, ) una interpretacion. Diremos que /
satisface « si se cumplen las siguientes condiciones definidas
inductivamente en la estructura de a:

Q a=Pl(t,....t)y (V(t),...,
@ o =-pelnosatisface 3;
Q o=V yelsatisface 3 o satisface ~;

W (t)) € N(RY);

Q a=(Vx.pB)yparatoda / = (W', ®, M), donde

) =W(c) VeceC
Vi(y) =V(y) VyeVar.x+y

I satisface /3.

Légica Computacional Célculo de predicados

Francisco Hernandez Quiroz

Légica Computacional

Célculo de predicados



Seméntica Seméntica

Interpretaciones ~ Satisfaccion, verdad y validez Interpretaciones  Satisfaccion, verdad y validez

Satisfaccion || Verdad y validez

La satisfaccion es un concepto mas débil que el de verdad. Este Ultimo se
define en funcién de la satisfaccién:
Sea « una férmula y sea / una interpretacion. Diremos que o es verdadera

y A
Q o= (3x.B)yexste I = (W, , M), donde en I sii paratoda I' = (W', &, ), donde

V() =Ww(c) VeeC V'(c)=w(c) VceC

Vi(y) =V(y) VyeVar.x+y se tiene que I’ satisface . En ese caso, escribiremos

tal que I’ satisface S. Era.

El concepto de validez es analogo al de tautologia en el calculo de
proposiciones:
« es validad sii para toda interpretacion / se tiene que

= a.
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Semédntica Seméntica

Interpretaciones  Satisfaccion, verdad y validez Interpretaciones ~ Satisfaccion, verdad y validez

Ejemplos Modelos

Considérense las formulas

Q P3(x,c)

Q vx.P(x,c)

Q Vvx.P(c x)

Q Pl(x) v —P](x) Sea I una interpretacion y sea I” un conjunto de férmulas. Diremos que / es
un modelo de I sii

y lainterpretacion Iy = (W, &, 1), donde
Fiy Vyerl

V:VaruC - N o {ff} - {¢:N" = N} n:{P} - {RCN"}
y en especial
V(x)=0 W(c)=0 N(PP)=< MN(P})={n]|nespar}.

In satisface las formulas 1, 3 'y 4, pero solo las formulas 3y 4 son
verdaderas. Ademas, la férmula 4 es valida, pues sera verdadera para
cualquier otra interpretacion que se elija.
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Seméntica S. de demostracion

Interpretaciones ~ Satisfaccion, verdad y validez Caso general  Deduccion natural

Indecidibilidad semantica Sistemas de demostracion

Los sistemas de demostracion del calculo de predicados son una extension
de las ideas vistas en célculo de proposiciones:

Teorema @ Se tiene un conjunto (finito) de reglas de inferencia.

No existe un algoritmo que nos permita determinar, para toda o arbitraria, si @ Una demostracion es una sucesion de formulas de las cuales la ultima

= a o es la conclusion y las anteriores son 0 bien premisas o bien
aplicaciones de las reglas de inferencia (con sustitucion) a partir de

Demostracion. Es equivalente al problema de la detencion. férmulas ya demostradas.

@ Enuna demostracion es posible utilizar (instancias de) teoremas ya
demostrados.
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S. de demostracion S. de demostracion

Caso general  Deduccién natural Caso general  Deduccién natural

Deduccion natural Ejemplos. Regla E'V

Vin Demostraremos el teorema
" Afx:=n] £y VX. . P11 W= P;(X), PJ(C) ) Pg(C)
VX .« Ax=t] 1 Vx. P11 (x) = Pg (x) Prem
Ve 3in 2 P11 (c) Prem
: 3 Pl(c) = P}(c) Evi
_ dx.
15 O . a | B 4 Pi(c) E=32
ax. o B
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S. de demostracion S. de demostracion

Caso general  Deduccién natural Caso general  Deduccién natural

Ejemplos. Regla /3 Ejemplos. Regla /v

Demostraremos el teorema
Demostraremos el teorema
Vx . P1(x) = P3(x),¥x.P}(x) = P}(x) F ¥x. P} (x) = P}(x)
vx . Pl(x) = P}(x), P} (c) - 3x. P}(x)

1 ¥x.Pl(x) = P}(x) Prem

1 Vx.Pl(x) = P}(x) Prem
2 Vx.P}(x) = P}(x) Prem

2 Pl(c) Prem T

3 Pl(c) = P(c) EV1 3 | Pi(n)=Py(n) EV1

4 Pic) E=32 4 | Pj(n)= P3(n) EV2

5 3x.P}(x) 134 5 | Pi(n)= Pin) Toa=f4,f=yka=~
6 Vx.Pl(x) = P}(x) v
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S. de demostracion

Caso general  Deduccién natural

Ejemplos. Regla E

Finalmente, demostraremos el teorema

vx P(x) = PY(x), 3¢ P}(x) I 3x. PL(x)

1 Vx.Pl(x) = P)(x) Prem
2 3x.Pl(x) Prem
E3n

3 Pl(n) Hip

4 Pl(n) = P}(n) Evi

5 Pl (n) E=43
6 3x. Pi(x) 135

7 3x.Py(x) E32
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