Sintaxis

Proposiciones atémicas y compuestas

Sintaxis

La sintaxis del calculo de proposiciones es muy simple. Por un lado, tenemos

LOGICA COMPUTACIONAL el conjunto
1 Pi={p,q,rpo,...
CALCULO DE PROPOSICIONES A= PG o}
de proposiciones atémicas y, por otro lado, las conectivas logicas usuales:
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Paz=plalr|pn!|an]|m,
donde N es un nimero natural.
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Semantica Funciones boolenas

@ La semantica del calculo de proposiciones se expresa en términos de Funciones de 0 argumentos

valores de verdad (generalmente). Oy FO.
@ Los valores de verdad mas utilizados son los valores booleanos .

Funciones de un argumento

B={V,F}.
@ Una evaluacion es una funcién e : P4 — B. id/7] | VI FT |~
@ Esta funcién se puede extender a proposiciones compuestas cuando se 4 v V| F|F

combina con funciones booleanas asociadas a cada una de las F F V| F |V

conectivas.
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Funciones booleanas Interdefinibilidad  Formas normales  Consecuencia ldgica

Interdefinibilidad

Funciones boolenas binarias

| m|V[PIA]lv]=]e[Z2[1]1]<
viviv, v, Vv | F|V|V| V|V | F|F|F|V|F|F|F]|F
AR S AL A A AN AL AL AR AR AN AN
FI{V|F|V | V| F|F|V|V | F|V|F|V|F|F|V|F|V
FIF|F|F|V|FI|F|F]V|IVI|IF|V|V|VI|V|V]|FI|F Todas las conectivas se pueden definir en términos de
@ - yuna de las siguientes

1 €S la proyeccion 1 o €S la proyeccion del 2 o V:

V2 es la constante verdadero  F2 es la constante falso QO A

A es la conjuncion V es la disyuncion Q =,

= es la implicacion <> es doble implicacion Q1

=~ es el 0 exclusivo 7 es la negacion conjunta Q.

J eslanegacion alternativa < es la contraimplicacion /

las 4 siguientes no tienen
un nombre estandar
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Demostracion

Bastan las conectivas binarias para todo

@ Por induccion en el nimero de argumentos de la funcién, con una

salvedad:
@ Elteorema anterior parece referirse sdlo a las conectivas binarias o @ Los casos bésicos son las constantes, las conectivas unarias y las
unarias. binarias.
@ Sin embargo, se aplica a las funciones boolenas de cualquier numero @ La hipétesis inductiva es:
de argumentos. Para toda k < n, toda funcién booleana f : {V, F}* — {V,F} se
@ Por ejemplo, la conectiva ternaria siguiente se puede definir en puede definir con alguna de las opciones del teorema.
términos de dos binarias: @ Caso inductivo: toda funcién booleana g : {V, F}" — {V,F} se
puede definir con alguna de las opciones del teorema.
if pthen g else r =ger (P = @) A (=P = 1) @ Sugerencia: g se puede expresar como una combinacion de una
) , funcion
@ Y esto se puede generalizar a cualquier valor de n. h: {V,F}=" = {V,F}

y una funcién
b:{V,F}> = {V,F}.
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Formas normales | Formas normales

@ Llamaremos literal a una férmula si es una proposicion atémica o la
negacion de una proposicion atdmica.

@ Una férmula esta en forma normal conjuntiva (o0 CNF, para abreviar) si (pV q) A (rV —p) (DA Q) V (r A —p)
tiene la siguiente forma

@ Las férmulas

estan en CNF y DNF, respectivamente.

n m
/\ \/ aij |, @ Cada una de las disyunciones que componen una férmula en CNF es
una clausula (analogamente para las conjunciones en DNF).

@ Siel numero de literales que aparece en una clausula es menor o igual
a n, diremos que la férmula esta en nCNF (andlogamente, en nDNF).

i=1 \i=1

donde «;; es una literal.

@ Una férmula estad en forma normal disyuntiva (o DNF, para abreviar) si

tiene la siguiente forma @ Las férmulas del ejemplo anterior estan en 2CNF y 2DNF,

respectivamente.

Y(A)

i=1
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Conversion de formulas a CNF y DNF Tautologias, contradicciones y contingencias |

@ La mayoria de las proposiciones compuestas son contingentes:
algunas asignaciones de valores de verdad a sus proposiciones

@ Toda formula « tiene férmulas equivalente en CNF y DNF. Por ejemplo, atémicas producen V y otras F. Ejemplo:

p = pes equivalente a la formula —p Vv p (que esta en 2CNF o 1DNF).

@ Para transformar una formula arbitraria a CNF se pueden utilizar las (P A Q)
equivalencias siguientes de manera sucesiva

pues si
(a=pB)e (haVvp) (aepf)e (naVp)A(aV-pb) e(p)=e(q) =V
o s« —(aVp)e -an-p —“(aNp) e —aV-p entonces
e((png))=V,
aV (BA7) & (aVB)AlaVA). -
en cambio, si
@ Y, desde luego, la conmutatividad de \V y A. e(p)=V e(q)=F
entonces
e((prg))=F.
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Tautologias, contradicciones y contingencias |l Consecuencia légica

@ Algunas proposiciones siempre son verdaderas sin importar la

asignacion de valores a sus proposiciones atomicas. Ejemplo: El simbolo |= también denota una relacion entre conjuntos de proposiciones
y formulas individuales:
(p\/_'p)’ 041,...01,1':5.
Estas proposiciones se conocen como tautologias. Se acostumbra Que se lee asi

distinguirlas anteponiendo el simbolo |=.

. . ‘[ es consecuencia logica de v, . . ., ap
@ Y otras siempre producen F. Ejemplo:

Las proposiciones a4, . . ., ay Se conocen como las premisas; y /3, como la
(P A —p). conclusion.

) La expresion completa se conoce como argumento.
Estas se conocen como contradicciones.
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Argumentos validos e invalidos Sistemas de demostracion

Un argumento @ Los sistemas de demostracion son herramientas para verificar la
ay,...ap E B. validez de argumentos logicos por medios estrictamente sintdcticos.
es valido sii para toda evaluacion @ Un sistema de demostracion esta formado por un conjunto
(generalmente finito) de reglas de inferencia e instrucciones sobre
e:Py— {V,F} como aplicar estas reglas.

@ El concepto de demostracion es el nicleo de un sistema: una
demostracién es un conjunto de férmulas que permiten ir de las
premisas a la conclusion por medio de transformaciones sintécticas.

entonces @ Para que un sistema de demostracion sea util debe cumplir un conjunto
e(B)=V. de propiedades metatedricas: correccion, completitud, etc.

se tiene que si
e(ay)=V...e(ap) =V,

En caso contrario, se dice que el argumento es invalido.
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Reglas de inferencia Ejemplo: Sistema de tukasiewicz

Sean oy, ... y 5 férmulas del calculo de proposiciones. Una regla de

inferencia tiene la siguiente forma Axiomas de tukasiewiecz:
Ay eeoy O
R ——5— A p=(q=0p)
A (p=(a=n)=((p=0q=(=r1)

donde Az (p=—9) = (q=p)

°0=m . Se tiene una sola regla de derivacion: modus ponens

@ «j,..., ap SON las premisas,

@ [ eslaconclusion; MP P:>C7qp

@ Res el nombre de la regla.

Si n =0, el conjunto de premisas es vacio y este tipo de reglas se conoce
€omo axioma.
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Demostraciones | Demostraciones

Sean n, ..., nmy 0 formulas y sea S un sistema de demostracion.

Diremos que 6 se infiere de 74, ..., nm en S sii existe una sucesion finita de tales que
formulas (1, ... ) tal que
Yis = 00
@ vy =0;
@ paratodo i < k se tiene uno de los siguientes casos: y N
h = n0

@ existej < ntal que v = 7;;
Q existen v = Bo
@ una regla de inferencia

Q.. En ese caso diremos que
B
@ una sustitucidn de formulas atémicas por formulas My mbs 6
o=lpr=vn..p=d es un teorema de S.

o y foérmulas
Vigr -+ YVln (conit, ... 0 <)

Francisco Hernandez Quiroz LégicA Computacional Calculo de proposiciones Francisco Hernandez Quiroz LégicA Computacional Calculo de proposiciones




Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion

Definicién  Deduccion natural Definicion  Deduccién natural

Ejemplo Deduccion natural

Aqui tenemos un ejemplo de una demostracion: p,q = (p = r) - g =r:
@ La deduccion natural es un sistema con un conjunto grande de reglas

1 p premisa de inferencia.
_ @ La deduccion natural tiene reglas para introducir (sefialadas con /) o
2 q=(p=r premisa eliminar (E) las conectivas logicas.
3 p=(Q=0p A @ Ademas, hay tres reglas adicionales: contradiccion (C), sustitucion (S)
4 q=p MP1,3 yfalso (F). . g TR
@ Algunas reglas contemplan la introduccion de hipotesis adicionales. Por
5 (g=(p=n)=g=p)=(q3=1)) A esta razon, las inferencias que se hagan utilizando estas hip6tesis
6 (q=p)=(q=71) MP 2,5 apareceg dentro de cajas. Las cajag ge pueden cerrar extrayendo una
conclusion de acuerdo con las condiciones de cada regla.
7 q=r MP 4,6
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Reglas de deduccion natural | Reglas de deduccion natural Il
P q pPAq PAQ
In — ENn — —
pAq poq jo Pz 9=p . Ped Peg
p<=q p=q q=p
p q
: : p —p
p q p vV q r r .
/ — —— E
Y pvg pva v r £ pA—p c qgA—q qn—q
q -p p
p
: g “° B Vp=a]
V=4
q
N E p=q p
p=q q
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Ejemplo 1 Ejemplo 2

Demostraremos algunos teoremas en .

Ahora, un ejemplode EVYy F:pVv q,—pF
Primerop = q,q=rtyp=r. jemp yFpvag-prng

1 pv Premisa

1 p=gq Premisa pva
. 2 —p Premisa

2 g=>r Premisa

3 Hip. 6 Hip.
3 p Hipdtesis P P 9 P

4 A - IN32
4 q E=13 pATP

51 ¢ F4
5 r E=24

7 q Evi
6 p=r | =
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Correccion de -y

Propiedades de los sistemas de demostracion

¢, Cudles de estas propiedades se cumplen en . Veremos que todas.
Por ahora demostraremos que cumple con correccion (en sentido amplio):

. > . Teorema
Sea - un sistema de demostracion y sean v, . . ., an y 8 formulas.
Diremos que - es: Sean «, . . .,y y B formulas. Entonces
(a) correcto sii (3 implica que = 3;
(b) correcto en sentido amplio Sii vy, . . ., oy = 3 implica ay, . . ., ay = B; at,...,ap N B implica que ..., 0n = B
(c) completo sii = (3 implica que - j3;
(d) completo en sentido amplio sii cv, . . ., an = B implica oy, . . ., an = B; @ Obsérvese que la propiedad mas débil de correccién a secas es
(e) consistente sii no existe una formula v tal que - v y = —~; implicada por correccion en sentido amplio.
(f) decidible sii existe un “procedimiento efectivo” para determinar, dada una @ Sin embargo, existen sistemas de demostracion que cumplen con
formula arbitraria v, sit-~y ot/ . | correccion, pero no con correccion en sentido amplio.
@ En pocas palabras: correccion y correccion en sentido amplio no son
equivalentes.
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Demostracion de correccion | Demostracion de correccion Il

La demostracion sera por induccion en demostraciones: dada una i arbitraria,

a,. .., an by B significa que tenemos una demostracion . o L
! n w08l g supondremos que para todo j < i se cumple la hipdtesis inductiva siguiente:

T m
_ at, ..., an =
k Sea entonces ay, . . ., ap Fy ;. La definicion de demostracion nos dice que
existen dos casos:
donde i = S. Caso simple: 3m < n. am = 7;, es decir, +; es una premisa. Este caso es
Obsérvese que la definicion de demostracion implica también que trivial pues por definicién de =
ai,...,ap by -y paratodai < k. a1,. .., an = om.
Aprovechando esto, demostraremos un resultado mas fuerte, a saber: Caso inferencial: Existe una regla de derivacion y formulas -, . . . , ;, (con
dai <k s+ - - jm < i) tales que las premisas de la regla corresponden a estas
ai,...,anf=7; paratodai< k. férmulas y la conclusién corresponde a ; (bajo una sustitucion adecuada).
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Demostracion de correccion |l Demostracion de correccion 1V
Este caso se subdlvu,je asuvezen mgltlples subcasos, uno por cada regla y por la tabla de verdad de la A y la definicién de =
de Fy. Se presentaran sélo algunos ejemplos.
Caso | A. Entonces la demostracion se ve asi: a1,y YA Ym =i
1 0% 3 )
. Caso | =. La demostracion se ve asi:
m Ym .
: : J ol Hip.
I % AN Ym I'Nenjym
es decir, v; = ; A ym. Por hipdtesis inductiva P—1] iy

Aty ..., Qp ):’Ym
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Demostracion de correccion V Demostracion de correccion VI

es decir, v; = 7; = i—1.
Este caso difiere del anterior por el uso de una hipdtesis. Se puede ver la
hipétesis como una premisa adicional y entonces se tiene

Esto Ultimo solo seria posible si +; fuera verdadera y ~y;_1 fuera falsa (por la
tabla de verdad de la =), lo cual no es compatible con la hipétesis inductiva,
Por hipétesis inductiva por lo que el resultado vale.

Oq,...,an,’}/j I_N Yi—1-

Aty ... an Y E Vit La demostracién continta con los casos correspondientes a las demas

. o reglas (como ejercicios para el lector). Ol
Ahora bien, la tnica forma de que el resultado deseado

..., 0n = = Vi

no valiera, seria si oy, . . ., o fueran verdaderas pero ; = ;4 fuera falsa
(por la definicion de |=).
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Completitud de Teoremas de la deduccién

Teorema
Teorema de la deduccion (version seméntica). o« |= 3 sii|= oo = 3.

Para demostrar la completitud amplia de -y se seguira esta ruta:
@ Se demostraran varios lemas, entre ellos una version del teorema de
deduccion comun a otros sistemas de demostracion.
© Se demostrard la completitud simple de .
© La completitud en sentido amplio se obtendra como un corolario de la
completitud simple. Demostracion. Dada una demostracién de o -y 3, se demuestra
Fny a = [ transformando o de premisa en hipétesis y aplicando la regla de
| =.

A la inversa, dada una demostracion de Fy a = 'y con oz COmo una
premisa adicional, la regla E =- nos da una demostracionde o« Fy 8. [

Demostracion. Se sigue directamente de la definicion de |= y la tabla de
verdad de la =-. O

Teorema

Teorema de la deduccidn (version sintdctica). o by 3 Siit-n o = S.
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Lema para completitud | Lema para completitud ||

Si e(p) = F, entonces p’ = —p = =« = /. De nuevo, trivialmente
—pEN P
Los casos inductivos se pueden reducira dos: oo = =8y a = 8V -y gracias

Lema

Sea o una formula y sean py, ..., pn las variables proposicionales que a que las demds conectivas se pueden definir en funcién de — y .
aparecen en «.. Considérese una evaluacion e : Py — B y constriyanse las Caso o = —3. Sean ps, . . ., pm las proposiciones atdmicas que forman 3

} f o . , : : s
formulas p;, ..., p, y o' definidas de la siguiente forma: (obsérvese que son las mismas de <) y sea e una evaluacion. En este caso,

la hipétesis inductiva nos dice que

,_ )P sie(p)=V y_Ja siga)=V
pi = , y = s / / /
-p; sie(p)=F —a siéla)=F Pty Pm N B
Entonces p, ..., p, Fn o Y se tienen dos subcasos: 5’ = 5y 3’ = =3 (dependiendo de si e(5) = V o
‘ e(3) = F, respectivamente).
Demostracion. Por induccion sobre la estructura de a. En el primer subcaso, o’ = —« = —=—3. Utilizando el teorema t-y p < ——p
Caso bdsico: o = p. Si e(p) = V, entonces p’ = p = o = . Entonces y la hipétesis inductiva, obtenemos

tenemos el teorema trivial p =y p.

pq,...,p;nl—N—\ﬂﬂ=O/.
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Lema para completitud Il Lema para completitud IV

La hipétesis inductiva ahora se ve asi:

En el segundo subcaso, o’ = o = 3’ y el resultado se sigue directamente de

la hipdtesis inductiva. [ o Y N AN A e
Casoa =V ~y.Seanpsy,...,PmY G, - - -, qr las proposiciones atdmicas _
de 3y v, respectivamente. Sea e una evaluacién. Entonces la hipétesis Aplicando la regla / Ay el teorema de De Morgan
inductiva nos da Fn =P A =G —(pV Q)
/P oA SV L VAR AU Al SV se puede concluir
/ ;o / _
(Obsérvese que no importa si 3 y  comparten proposiciones atémicas, Pises Py Qs G En (B V) = o

pues como e es una evaluacion comun, reciben el mismo valor de verdad).
Nuevamente, hay dos subcasos: e(a) = Fy e(a) = V.

El primer subcaso implica que e(3) = e(~y) = F (por la tabla de verdad de
V). En este caso,

En el segundo subcaso, o’ = a = 3V ~, lo que implica (por la tabla de
verdad de la V) que 3’ = 3 0+’ =~ 0 ambas cosas. En cualquiera de los
tres casos, la regla de /\/ nos lleva a la conclusion deseada:

/

Bl== A= d=-a=-(8V7). [ A AU A AVE R
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Completitud de Fy |

Teorema
Si = «, entonces Fy .

Demostracion. Sea |= « 'y sean py, . . . pp 1as proposiciones atémicas que
aparecen en «. Sea e una evaluacion. Por el lema anterior

Pis--Pmbn

Dado que « es una tautologia, o’ = «, sin importar qué asignaciones haga
e.

Sea e(p;) = V, porlo que p} = ps. Sea ey una evaluacion igual a e, salvo
que e;(p1) = Fy, en este caso, pf = —p;. Tenemos entonces que

Pty P Fna
—P1,...0m Fna
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Propiedades  Correccion Completitud Consistencia y decidibilidad

Completitud de -y |l

Aplicando el teorema de la deduccion en cada caso, tenemos

Pos-- P Fnpr=a
pé,p;n I—N—|p1 = Q.

Con el teorema -y (p = q) A (—p = q) = qy aplicaciones de las reglas
INy E = se obtiene

Db, - . P F .
Repitiendo este proceso m — 1 veces se llegard a -y a. Ol
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Consistencia

Corolario de completitud en sentido amplio

Corolario

Siay,...,an = B entonces ay, ..., an by .

Demostracion. Obsérvese que si
at,...,on =B,
el teorema de la deduccién (semantico), nos da
FEag A ANap= .
Completitud simple a su vez nos da
Fyoag A Aap= 0.
Y gracias al teorema de la deduccion sintactico

aty...,apky 8. [
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Teorema

-y es consistente, es decir, no existe o tal que -y o y by —a.

Demostracion. Si existiera una « asi, podriamos obtener con una aplicacién
de I A el teorema -y ar A =, €l cual deberia ser una tautologia, dado que
-y es correcto. Como esto es imposible, no puede existir esa a. Ol

Teorema

Fn es decidible, es decir, existe un procedimiento efectivo tal que para toda
«, Nos responde Si -y «.

Demostracién. Si Fp « fuera un teorema, por correccién tendriamos que
= «. Esto ultimo se puede verificar por medio de una tabla de verdad, cuya
construccion es un procedimiento efectivo. Ol
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