T. de Church-Turing

Definiciones de computabilidad

AUT()MATAS Y LENGUA.IES FORMALES @ Turing propuso sus maquinas como una definicion formal de la nocién
OTROS MODELOS DE intuitiva de “calculabilidad efectiva”.
COMPUTABILIDAD @ Elmismo aplicé su definicién a dos problemas: la determinacién de

qué es un numero computable y la demostracion de irresolubilidad
del Entscheidungsproblem.

Francisco Hernandez Quiroz @ Otros matematicos contemporaneos propusieron otras formas de

definir la calculabilidad efectiva: el calculo lambda, las gramaticas
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equivalencia adecuada, todos estas definiciones son equivalentes, en

Posgrado en Ciencia e Ingenieria de la Computacién el sentido de que nos permiten calcular la misma clase de funciones.
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T. de Church-Turing T. de Church-Turing

Tesis de Church-Turing Computabilidad-Turing

@ Para poder comparar los modelos que estudiaremos adoptaremos
La equivalencia entre modelos de computacién llevo a plantear la una convencién similar a la que vimos antes.

slgulente afirmacién: @ Sea M e TM, con X2 y I como alfabetos de entrada y de la cinta,

Toda funcién es calculable efectivamente si y sélo si es calculable respectivamente. Entonces, podemos definir una funcién
por una maquina de Turing. fy : 5* - ™ como

@ La afirmacion se conoce como la tesis de Church-Turing.

@ Como dice que una nocion intuitiva (calculabilidad efectiva) es (@, B) | (sm, . 0) = (& B, m}.

capturada por una nocién formal, no se puede “demostrar”. o Obsérvese que fy no tiene por qué ser total.

@ Pero es una hipétesis de trabajo conveniente y los resultados de o Por otro lado, diremos que la funcién o : 5* — A* es:

computabilidad vistos antes pueden formularse de manera mas (@) Turing-computable sii existe una M € TM tal que o = fi;

general si se acepta la validez de la tesis. (b) computable sii existe una M € TM total tal que o = f,.
@ Es posible expresarla no como una afirmacion dogmatica, sino como @ La convencion se puede adaptar para referirse a niimeros naturales y
axiomas de los que se derivan los mismos resultados. no a cadenas. Por ejemplo, la cadena o se puede referir al nimero

natural que corresponde a su lugar en el orden lexicografico.
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Modelos equivalentes a TM Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Funciones recursivas u Funciones nuevas I

Las funciones recursivas—p son otro modelo de computabilidad. La Las operaciones para crear nuevas funciones son:
terminologia adoptada presupone la tesis de Church-Turing.

Estas funciones son el minimo conjunto cerrado bajo las operaciones de
composicion, recursion primitiva, minimizaciéon acotada y que contiene a FEENLENGN
las siguientes funciones basicas (donde X = xq, ..., Xp):

@ Composicion. Si las funciones

@ Cero. La constante ¢ : N® - N, con ¢ = 0 es computable. y

@ Sucesor. La funcion s : N —» N, con s(x) = x + 1, es computable. 91+ Gk N = N

® Proyecciones. Las funciones /! : N7 —» Ny m{(xq, ..., Xs) = Xk, con son computables entonces también lo es la funcion
1 < k < n, son computables.

@ De ahora en adelante usaremos la siguiente abreviatura fe(gr,--- 90 INT = N,

_ definida por
X Edef X1y+++3Xn- P

f(g1(X), - - -, gk(X)).
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Modelos equivalentes a TM Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Funciones nuevas II Funciones nuevas III

@ Minimizacién no acotada. Sea
@ Recursion primitiva. Si
g:N™l N
hy,...,h :N?" > N
una funcion computable. Entonces, también es computable la funcion

y
f:NT SN
gl,...,gk:N”+k+1—>N - N,
son computables, entonces también lo son las funciones definida por
ok NN f(x) = elminimo valor mtal que:
g(m, x) =0yV¥n < m.g(n, x) esta definida
definidas a continuacién = indefinida, en caso de que no exista tal m
fi(0,x) = hi(x) El valor de f(x) se denota con la expresion

fi(s(n),x) = gi(n, X, fi(n,X),..., fi(n, X)). Ly gly, X) = 0.
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Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Ejemplos

La funcién + suele definirse por medio de las siguientes ecuaciones

0+x

s(y) + x

X

s(y +x)

En la notacion de las funciones u tendriamos:

h = 1711
g = s«rr33
f(0,x) = m(x)
f(s(y), x) = s(m3(y,x, f(y, x)))
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Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Calculo lambda II

@ La siguiente abreviatura nos ayudara a definir funciones con mas de
un parametro:

AX1Xp .o Xp- M =gof (Ax1. (AX2. (.. . (AXp. M). . )
@ Laregla basica es la reduccién
(()\X. M)N) —>B M[X/N]

@ Por ejemplo, la siguiente es una funcién que duplica su argumento
aplicada al término z y su resultado al aplicar la reduccion

((Ax.xx)z) = g (XX)[x:=2] = 22
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Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Calculo lambda I

@ Las funciones recursivas también son expresables en el calculo A.
@ El conjunto de términos del calculo A se denotara por A.

@ La sintaxis del cdlculo lambda es al siguiente
A= V| (Ax.A) | (AA)

donde V denota una variable: w, x, y, z, wy, ...

@ La segunda clausula en la definiciéon anterior se conoce como
abstraccion (se usa para definir funciones) y la tercera como
aplicacion (se usa para aplicarlas).
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Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Funciones recursivas en el calculo lambda I

Sean My N € A. Entonces:

V' zgef AXy.x
F =ger Axy.y

[M, N] Sdef Az.zMN
0 =ger M.X

n+1l =g4of [F,n]

S Sdef AX'[F!X]
P Zdef Ax. xF
C Zdef )\Xé

Cero =gof AX.XV

TTI-n Sdef AX]_,...,Xn.X,'

Y =gef Af.(Ax.f(xx))(Ax. f(xx))
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Modelos equivalentes a TM Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Funciones recursivas en el calculo lambda II Funciones recursivas en el calculo lambda III

Seanf: Nk 5> Ny 91,---, 9k : N7 - N funciones definidas por los
términos F y Gy, ... Gy € A, respectivamente. La composicion
fe(91,...,9%) : N" > N es el término

@ Obviamente, 0y n + 1 definen los nimeros naturales. AX1 ... Xp. F(G1Xx1 ... Xp) .. . (GiXq . . . Xp).

Sy P son las funciones predecesor y sucesor. ]
Es posible definir las funciones recursivas primitivas en el calculo A. Por

@ Vy F son los valores de verdad. T . L ., .
simplicidad, nos limitaremos a la definiciéon de una sola funcioén recursiva.

@ Ceroes una funcién que da V con 0 y F en caso contrario. Supongamos que h:N" > N yg: er+2 — N son funciones computables

e m/ es, por supuesto, la proyeccion i-ésima con n argumentos. definidas por los términos H, G € A.

@ Eltérmino Y sera util mas adelante para definir la recursion. La funcién recursiva primitiva f : N™1 - N definida a partir de hy g se

expresa por medio del término A:

YAf Ay Xy ... Xp. (Cero y)(Hxy ... Xg)(G(P y)xq . . . Xo(f(P y)Xq - . . Xp)).
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Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Ejemplo. Funcion recursiva primitiva en el calculo A Minimizacién no acotada en el calculo A

Sea g : N™1 5 N una funcién computable. Como se vio antes, es posible
definir la funcién f : N7 - N

f(x) = py.g(y, x) = 0.
Supongamos que ahora queremos definir la funcién suma presentada

. . . L Usando una notacién informal, que no es parte de las funciones recursivas
como ejemplo en las funciones recursivas p en términos de A. Entonces:

U, la funcion anterior se podria expresar asi:

H =zger Ax1.x f'(xg,X) =gef if g(Xg, X) = O then xg
G =zgef Az, x1,x.S((Axq, X2, X3. X3)ZX1X7) else f'(s(xg), X)
SUMA =4 YAf.Ayx.(Cero y)(Hx)(G(P y)x(f(P y)x)) F(X)  =ger f’(O, X).

Si el término G € A calcula la funcién g, definimos el término F como el
equivalente a la funcion f:

’

F =gef YA .AxgX1...Xn.(Cero(G xgXi.-..Xn))Xo(f(S Xg)X1---Xn)
F =gef M1...Xp.F 0x1...xp,
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Modelos equivalentes a TM Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros
Lenguaje de programacion IMP Semantica operacional estructural I
Se trata de un CFL. Empezaremos con las expresiones aritméticas EA: @ Laforma mas comun de definir el Signiﬁcado de las construcciones de
un lenguaje es por medio de explicaciones en una lengua natural
A-n| X[ (A+A) | (A-A)| (AxA) (inglés, generalmente).

@ Sin embargo, el lenguaje natural se presta a las ambigiiedades y
éstas, a los errores o a las divergencias entre las diferentes
implementaciones de un mismo lenguaje.

dondene Zy X € Loc.
Tenemos ahora las expresiones booleanas EB:

B->V|F|(A=A)|(A<A)|-B|(BAB)|(BvB) @ Para evitar estos problemas, aqui se usaran reglas de semdntica
operacional estructural o SOE, para abreviar.
donde A € EA. Finalmente, los comandos del lenguaje se definen asi: @ Una regla de inferencia tiene la forma siguiente:
C —>skip| X :=A| (C; C) | (if Bthen C else C) | (while B do C). P1y---3Pn
q

donde Ac EAy B € EB. ) y
donde pq, ..., py son las premisas y g es la conclusion.
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Semantica operacional estructural II ;Qué es la programacion imperativa?

@ Las reglas de SOE son un tipo particular de reglas de inferencia en @ IMP es un lenguaje imperativo tipico: el comando basico es la
las que las premisas y la conclusion son transiciones. asignacion de valor a las localidades de la memoria de la

e computadora.
@ Una transicion tiene la forma p

@ Para definir el significado de una asignacion se parte de la existencia
o - P de una mdquina virtual que posee una memoria con localidades con
nombre:
@ Laforma concreta de las expresiones o y B, asi como las transiciones Loc={X,Y,Z, Xp,...}
aceptables, se definirdn mas adelante.

@ Las localidades pueden tomar valores de Z.
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Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Estados de la memoria

@ Un estado de la memoria es una funcién o : Loc —» Z.
@ La expresion
o(X)
nos dice qué valor contiene la localidad X en el estado o.

@ La alteracion del valor de una sola localidad de la memoria cuando se
encuentra en el estado o se representa con la funcién

OiX:=m)>

donde X es la localidad modificada y m es el nuevo valor.

@ Formalmente:

oY) siXzY

Opx:=m)(Y) = .
m en caso contrario.

@ El conjunto de estados es 2.
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Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

SOE para IMP. Expresiones booleanas I

En las expresiones booleanas, una transicién es (b, o) - T, con b € EB,
oge2yTe{V,F} Las reglas operacionales son:

(V,o0) >V

(ag,0) > n (a;,0) > m
(00 =4day, U) -V

(F,o) > F

sii  ny mson iguales

(ag,0) > n (a1,0) > m

sii ny mno son iguales
(@ =ar,0) > F Y J

(ag,0) > n (a;,0)—>m
(GQ < da, U) -V

Sii nes menor que m

(ag,0) > n (a;,0)—>m
(00 < d, U) - F

Sii nnoes menor que m
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Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

SOE para IMP. Expresiones aritméticas

En el caso de las expresiones aritméticas, las transiciones o — f tiene la
forma
(a,0) > n

dondeae EA,0 €2 yneZ.
Diremos que “evaluar operacionalmente la expresion a en el estado o da
como resultado el valor n”.
Dicha evaluacion se realiza de acuerdo con las siguientes reglas:
(n,o) > n (X, 0) > o(X)

(ag, 0) > ng (a,0) > ny ngopzn =n
(agop aj,0) » n

En esta regla op puede ser +, - 0 x y 0p, +7, -7 0 xz (ambos operadores
deben coincidir).
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Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

SOE para IMP. Expresiones booleanas II

(b,0) > V
(=b,0) > F

(b,0) > F
(7b,0) > V

(bg,0) = Tg (b1,0)—> T
(b@/\bl,O’) - T

conT=VsiTy, T1=V
y T = F en caso contrario

(bg,0) > Tg (b1,0) > Ty
(bgnby,0) > T

conT=VsiTp=VoT =V
y T = F en caso contrario
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Modelos equivalentes a TM Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

SOE para IMP. Comandos I SOE para IMP. Comandos II

Las reglas de transicion de los comandos son asi:

Condicionales

(c,0) > 0,

(b,0) > V (cy,0) >0 (b,0) = F (c1,0)—> 0
donde c € IMPy 0, o es. (if b then ¢g else ¢1, 0) - o (if b then ¢y else ¢1, 0) - ¢
El valor de o se infiere de este modo:

Ciclos
Comandos atémicos (b,a) > F
{(a,0) > m (while bdo c,0) » 0

(Sklp: U) -0 (X . a, 0_) N O'[X::m] ) ) ,
(b,o) >V (c,0) >0 (whilebdoc,o)- o

Composicién secuencial (while bdo c,0) > o’

(cg,0) > d (c1,0)> 0

(co;c1,0) > 0
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Funciones recursivas y programas while I Funciones recursivas y programas while II

Lo haremos por induccién en la funciones recursivas.

Las funciones u también son definibles por medio de programas de IMP. Po =der Xo:=0

Sea Ps =ger Xo:=X1+1;
fiNT - N Prn =der  Xo = X
una funcién recursiva. El objeto es definir un programa P con al menos las Sean Pry Py, ..., Pg, los programas correspondientes a las funciones
localidades f:NKSNyg, ..., gk : N™ - N. Entonces, el programa correspondiente
Xo, ..., Xn ah=f-(91,...,9¢) es

Ph =gef Y1:=X15...;Yni= Xy Pgy; Z1 1= Xo;
X1:= Y1505 Xn 1= Yis Py, 22 1= Xo;

tal que si (P, ) - ¢ entonces

o' (Xp) = f(o(Xq), . . ., O(Xp)).

X1:= Y150 Xy 1= Yy Py
X1 =215 Xy = Zy;, Pt

o Zk = Xo;
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Modelos equivalentes a TM Modelos equivalentes a TM

Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Funciones recursivas y programas while III Funciones recursivas y programas while IV

Por hipoétesis inductiva, suponemos la existencia de dos programas
Veamos ahora un caso restringido para la recursion primitiva. Supongamos

que tenemos las funciones o'(Xo) = h(o(X)) donde (Pp, 0) > o’
0'(Xg) = 9(a(2),0(X1),0(X)) donde (Py,0) - o’

h:N->N y g:N35N
Entonces Ps es el programa

y a partir de ellas definimos la funcién f : N2 — N: W:=2;Y1 = Xq; Guardamos los argumentos originales de f
Yp :=0; Usaremos a Yy como contador
f(0,x1) = h(xy) Pp; Ejecutamos el programa del caso base
f(s(n),x1) = g(n, xg, f(n, x1)) while Yy < W do

, Z:=Yyp;

Queremos un programa Ps tal que si (P, 0) - o entonces X1 := Y1,

, X2 = Xp;

0 (Xp) = f(0(2), a(Xq)). Py
Yo:= Yo+ 1
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Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros Fun. recursivas  Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros
Funciones recursivas y programas while V Funciones recursivas y programas while VI
Por ejemplo, si tenemos la funcién recursiva y entonces, el programa P mq tal que si (Ps,ma, 0) — 0 entonces
suma(@, x1) = x1

0’ (Xp) = suma(a(Z), o(X1))

suma(s(n), x1) s(suma(n, x1))

ueda asi:
aqui la funcién base h : N — N se define como la proyeccién nll(xl) = X1y g
W:=2;Y7 = Xy,

la funcién g : N3 > Nes s - 7733(n, X1, X2) = S(x3). Los programas Ppy Py

tales que si (Py, 0) = 0’ y(Pg, 01) - 0y ;0 = 0;
hs
o' (X)) = mo(X1) while Yp < W do
Z = Yp;
01(Xe) = s-m3(0(2), 0(X1), 0(X2)) o
X1 = Yq;
son: X5 1= Xo;
Pn = Xp:=Xi Pg;
Yo:= Yo+ 1

Pg = Xpi=Xp+1
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Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Magquinas de registros Los registros guardan nimeros naturales y los estados posibles son
Las maquinas de registros ilimitados (URM) son una abstraccién del 5 ={0:Reg - N}
procesador central de una computadora.
La memoria es como la del lenguaje IMP, pero las localidades se llaman Este programa calcula la suma de los nimeros en Ry y R;. La tabla
registros: presenta el estado de la memoria después de cada instruccién:
Reg = {R1,Ry...} Ri Ry R3
1.1 1 2 0
Los programas para URM se basan en unas cuantas instrucciones: 21 2 ? 0
Nombre Sintaxis Significado 1 J@,3,5) 3.1 2 2 1
Cero Z(n) R, :=0 2 5(1) 4.1 2 2 1
Sucesor S(n) R,:=Rp+1 3 503) 12 2 2 1
Transferencia | T(n, m) Rnp:=Rnp 4 J4,11) 2.2 3 2 1
Salto J(n,m, k) | si R, = Ry, entonces ve a la 5 32 3 2 2
instruccion k—ésima; si no, 42 3 2 2
continda con la siguiente 1.3 3 2 2
51 3 2 2
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Fun. recursivas Calculo A Programas Semantica operacional estructural M. de registros

Funciones recursivas y URM

Las funciones recursivas y pueden calcularse por medio de URM de una
manera muy similar a los programas en IMP:

@ Las funciones cero, sucesor y proyecciones tienen una
implementacion muy simple.

@ Para la composicion de funciones hay que adoptar convenciones para
guardar resultados parciales de funciones y presentar parametros de
manera similar a como se hizo con los programas IMP.

@ Ademads, hay que reenumerar las direcciones referidas en la
operacion de salto, para evitar interferir en el cédigo de otros
programas.

@ Finalmente, la recursién y la minimalizacién se manejan como se
hizo con los ciclos while en IMP.
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