Induccién y relaciones

Naturales Induccién matematica Buen orden Induccién bien fundada Relaciones

Induccion en definiciones y demostraciones

AUTOMATAS Y LENGUAJES FORMALES
PRELIMINARES MATE MATICOS En matematicas es com(in que un conjunto se defina inductivamente, es
LENGUAJES REGULARES I decir, a partir de un conjunto inicial y de reglas para crear nuevos

elementos. Por ejemplo, las listas de naturales:

@ []es la lista vacia

Francisco Hernandez Quiroz @ si[aq,...,ap] esunalistade Ny me N entonces [m, ay, ..., ay] es
una lista de naturales.

Departamento de Matematicas Las definiciones inductivas vienen acompafiadas de demostraciones
Facultad de Ciencias, UNAM

E-mail: fag@ciencias.unam.mx inductivas, es decir, de técnicas de demostracion que se basan en la
Pagina Web: www.matematicas.unam.mx/fhq estructura inductiva de un conjunto.

Posgrado en Ciencia e Ingenieria de la Computacién
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Numeros naturales Induccién matematica

Los nimeros naturales se pueden definir inductivamente: Si se quiere demostrar una propiedad P de los niimeros naturales

@ 0 es un ndmero natural entonces se puede hacer utilizando su estructura inductiva:

@ si nes un nimero natural, entonces el sucesor de n también es un O Se demuestra que P vale para .

ndimero natural @ Se formula una hipétesis inductiva: “P vale para cierto nimero

El sucesor de un nimero k suele denotarse como s(k), suc(k) o m & N".

simplemente como k + 1. © Se demuestra que P vale para m + 1.
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Ejemplo de induccion matematica

n 2
Queremos demostrar que Z i= 2+ n. Entonces
i=0
0
. 02+0,
© Demostramos que ZI = (obvio).
i=0 2
n m2 +m
@ Formulamos la hipétesis Z j= —.
i=0 2
m+1
1)? 1
© Demostramos que Z i= (m+)—+m+
i=0 2
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Induccidn bien fundada

Prel. mat. / Lenguajes regulares I

Cuando hay un conjunto inductivo C bien ordenado por <g, es posible
demostrar una propiedad P de elementos de C inductivamente:

@ Se demuestra que P vale de todos los elementos minimales de C.

© Se formula una hipétesis inductiva: “Sea g € C. P vale para todos los

b e Ctales que b <g a”.

© Se demuestra que P también vale para a.
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Conjuntos bien ordenados

@ Los conjuntos definidos inductivamente se pueden ordenar de

acuerdo con el orden estructural

a <g b sii b se construye a partir de a.

Enelcasode N, m<gnsiin=m+1.

@ En muchos casos, <g ordena un conjunto de tal forma que

@ no existen cadenas infinitas descendentes
...<5lp1<s0,<s5...<g 0y

e para todo elemento, existe un nimero finito de predecesores en <s.
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Ejemplo de induccion bien fundada I

Definimos los arboles binarios de niimeros naturales:

Prel. mat. / Lenguajes regulares I

@ Todos los nimeros naturales son arboles binarios (los elementos

basicos del conjunto)

@ Siay b son arboles binarios, entonces (a ¢ b) es un arbol binario

(caso inductivo)

Los arboles binarios también se pueden representar graficamente:

.

Sia=(bec), entonces b<gayc<sa.
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Ejemplo de induccion bien fundada II Ejemplo de induccién bien fundada III

@ Caso basico. Los minimales en este caso son los nimeros naturales.

s L . Sea n € N. Entonces
Considérense ahora las siguientes funciones:

Suma(n) = n = Max(n) = Max(n) x 1 = Max(n) x Card(n)

Max(n) = n sineN
Max(a+b) = maximo{Max(a), Max(b)} Q Hipétesis inductiva. Sea a = (b « ). Entonces
Card(n) = 1 sineN
Card(ab) = Card(a)+ Card(b) Suma(b) < Max(b) x Card(b).
Suma(n) = n sineN
Suma(aesb) = Suma(a)+Suma(b) Suma(c) < Max(c) x Card(c).

pues b<sayc<ga.

Demostraremos que para cualquier arbol binario de naturales a @ Debemos demostrar que

Suma(a) < Max(a) x Card(a). Suma(a) < Max(a) x Card(a),

lo que se sigue de la hipétesis inductiva y las definiciones de Max,
Card y Suma.
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Relaciones y cerradura transitiva y reflexiva Alfabeto

Definicion 1.1
Sea A un conjunto. Una relacién R en A es un subconjunto de Ax A. La

cerradura transitiva y reflexiva de R se define inductivamente: ;
@ Un alfabeto 2 es un conjunto finito de simbolos. Ejemplo: {a, b, ... z}.

RO = {(a,a)| ae A} @ Una cadena (finita) es una sucesion de simbolos de 2. Ejemplo
R! = R acczi.
R™L - RMyu{(a,b) | 3c tal que (a, c) y (c, b) € R"} @ La “cadena” vacia no contiene simbolos. Se suele denotar con € o A.
R* = U RN @ El conjunto de cadenas del alfabeto 5 se denota con Z*.
neN @ Sise excluye a &, entonces se llama 2*.
R = |JrR™
neN

R* es la cerradura transitiva y R* es la cerradura transitiva y reflexiva de
R.
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Concatenacion Lenguajes

Si 2 es un alfabeto, entonces un lenguaje L es un subconjunto de X*.
@ Las cadenas se pueden concatenar. Por ejemplo, si « = gabcy

B = ccaz, entonces
o - B =aabcccaz. Nota

@ Dado que Z es finito, * es un conjunto infinito del mismo tamafo
que N.

@ Es muy comin omitir el signo de concatenacién -

@ ¢ es el elemento neutro de la operacién de concatenacion, pues
@ El conjunto de subconjuntos de >* se denota como P(Z*).

0E = &0 = 0. @ Por la definicién anterior, el conjunto de lenguajes en 3* es P(Z*).

@ (%) es infinito, de un tamafio mayor que el de N.
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Operaciones en lenguajes Gramaticas

Sean Ay B dos lenguajes en 2. Tenemos las siguientes operaciones:
Unién Au B.

Interseccién An B. Definicion 1.2

Una gramdtica G es una cuarteta(%, I, S, -»g):

Diferencia A-B={a | c € Ay o € B}.
@ 2 es un alfabeto de simbolos terminales

., I es un alfabeto de simbolos no terminales
Concatenacion AB={af | x € Ay B € B}.

°
°

@ Complemento ~A = 3* - A.

°

o Estrella de Kleene A* = ] _ A" donde

o
@ S e[ eselsimbolo inicial
()]

-GS (ZUlN)*r*(Zur)*x=(2url)* son las reglas de produccion

A% = (g}
ATl = ANA
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Lenguaje generado por una gramatica

Definicién 1.3

A partir de G definimos la relacion =S (S u M)*r*(Zur)* = (X ur)*.

Sea G una gramdtica. El lenguaje generado por G es

a = P sii existen y, k, 0, A tales que lg={ae>|S=%al

@ o =yk0
° B=yA\O Ejemplo. Sea G la siguiente gramatica
@ Kk—-gA @ 3 ={a,b}
e [={S}
@ {S »5aSh,S — ¢}
El lenguaje generado por la gramatica anterior son todas las cadenas
formadas por cierto nimero de a seguidas del mismo niimero de b
Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares I 17/66 Francisco Hernandez Quiroz Automatas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares I 18/66

Alfabetos y lenguajes Alfabetos y lenguajes

Alfabetos y cadenas Operaciones en lenguajes Gramaticas Jerarquia de Chomsky Alfabetos y cadenas Operaciones en lenguajes Gramaticas Jerarquia de Chomsky

Jerarquia de Chomsky Gramaticas y el curso

Se pueden clasificar las gramaticas y los lenguajes que generan de

acuerdo con ciertas restricciones: Estos tipos también se conocen con otros nombres:
@ Tipo 3: Sitodas las reglas de produccién tienen la forma A - aB o @ Tipo 3: lenguajes regulares
A—- o,donde A, BellyaeZ* @ Tipo 2: lenguajes independientes del contexto (o libres del contexto)
@ Tipo 2: Sitodas las reglas tienen la forma A - o, donde Ae 'y @ Tipo 1: lenguajes dependientes del contexto (o sensibles del
axe(Zul)* contexto)
@ Tipo 1: Sino hay una regla de produccién con la forma o — ¢ @ Tipo 0: lenguajes recursivamente enumerables
@ Tipo 0: Sin restricciones. Estudiaremos los tipos 3, 2 y 0 en las primeras tres partes del curso.

Esta clasificacion se conoce como la jerarquia de Chomsky
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Autodmatas finitos Ejemplo 1

El autdomata formado por 2 ={a, b, c, d}, Q ={s, 1,2, 3, f} y 6 descrita por
la siguiente tabla:

Definicion 1.4

Un agutémata finito determinista (DFA) estd formado por Qla c |d
s | — |1 |—]—
@ Un alfabeto de entrada > 15
@ Un conjunto finito de estados Q 2 3 [ =12 |2
@ Un estado inicial s € Q y un conjunto de estados finales F € Q 3 [ —1Ff N
@ Una funcion de transicion 6 : Qx 2 - Q f|l—-|—1]—1]—
Y que acepta el lenguaje formado por cadenas que empiezan con ba,
terminan con ab y enmedio tienen un nimero indeterminado de cy d.
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Ejemplo 2 Representacion grafica

El autémata formado por 2 ={a, b}, Q = {s, 1, 2, f} y 6 descrita por la
siguiente tabla:

N R n o
| =[N N g
|| %R

Y que acepta un lenguaje cuya descripcion es demasiado larga como para
ser comprensible.
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Lenguajes regulares

Podemos ampliar la funcién 6 a una funcién 6* : Q x 2* — Qde la
siguiente forma. Seange Q,ae Sy o € 3*:

o*(q,e) = q
6*(g,aa) = &%(6(q, a), a)
O alternativamente
6%(q,e) = q
5*(q,@a) = 6(6%(q, «), a)

Nota: el alumno puede demostrar que ambas definiciones son
equivalentes.
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Un ejemplo aritmético

El siguiente autémata acepta el lenguaje

{a € {0,1}" | o es un miltiplo de 3 en binario}

ndim. representado por el prefijo leido | estado del automata
0 mad 3 0
1 madd 3 1
2méd3 2
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Ahora podemos definir el lenguaje aceptado por el autdmata
A = (Q, Zl S, F’ 6):
L(A) = {a | 6*(s, &) € F}.

Definicion 1.5

Un lenguaje L ¢ 3* es regular sii exite un autémata finito A tal que
L = L(A).
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Sea #o el numero denotado por la cadena binaria «. Entonces
6%(0, o) = #ar mod 3
Demostracién. Primero

#(ard)
(g, d)

2ta)+d  de{o,1}
(2q + d) méd 3

Ahora, por induccién en a. Caso basico

5%(0,¢) = © definicion de &*
= He pues #e =0
= #e méd 3
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Automatas no deterministas

@ Un autémata finito no determinista (NFA) puede elegir uno de varios

Hipdtesis inductiva: 6*(0, o) = #a mod 3. Por demostrar . 3
estados posibles cuando lee un caracter.

5%(0,ad) = 6(6%(0, ), d) @ Ademas, tiene un conjunto de estados iniciales S.
= O(tta mad 3, d) @ La funcién de transicion de un NFAes A: Q x 2 —» P(Q).
= (2(#a méd 3) + d) méd 3 @ La funcidn anterior se extiende a una funcién A* : P(Q) x 2* - P(Q)
= (2(#a)+ d) mod 3 de esta forma:
= #ad mod 3 A¥AE) = A
A¥(A,aa) = U A(q, a)
gel*(A,a)

@ Ellenguaje aceptado es {a | A*(S, o) n F # @}
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Ejemplo Equivalencia con los DFA

SeaN=(Q,2,4,S,F)unNFAysea D =(Qp, Z, ép, Sp, Fp) el siguiente
autémata DFA

Qp PQ)

op(A,a) = A%A a)
Sp = S
Fp = {ACQ|AnF=zQ}

Ambos autématas aceptan el mismo lenguaje.
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Transiciones &€

Automatas Lenguajes regulares Autématas no deterministas Cerradura

Demostracién. Los tres lemas siguientes

Definicion 1.6

A*A,O( - A*A*A,D(, 3
. ( B) ( J( ) B) Un autémata finito no determinista con transiciones—¢ es una quinteta
A (U Aj,0) = UA (Aj, @) N =(Q, Z,A,S,F), igual a un NFA salvo que
I ]
Op(A,a) = A%A a)

A:Qx(Zu{e) » PQ).

se demuestran por induccion sobre B, a'y &, en ese orden. Entonces, Ahora es posible transitar de un estado a otro sin consumir simbolos. A* se

L(N) = L(DY: define asi
H *
o e L(D) Sl 6 (SD, 0{) € FD A*(A, E) - A U U A(q, E)
sii A*(Sy,a)n Fn 2 @D geA
si o e L(N) AAwa) = | ANga v | ara
gel*(A,x) rel(g,¢)
qed*(A,a)
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Ejemplo NFA-¢ es equivalente a NFA

Sean N=(Q, 2,A, S, F) e NFA-ey g € Q. Definimos la cerradura-¢ de g

2Aq) = {qg}

arvg) = | are
reA(q)

aia) = |Jaka
neN

Sea N = (Q, 2, A, S, F'), con

A(q, a)

Ag,a) v |J sxnvJar e v (| aip)
reA(q,a) reli(q) peu,eﬂeg(q)A(r,a)

'

F = {qg]|48g)nF=0)

’

Claramente, L(N) = L(N)
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;Por qué A’ se defini6 asi?

Autématas finitos
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Varios estados finales e iniciales

Q zeAq,a)

Q xe U A%(r)

re(g,a) La introducci6n de transiciones-& permite transformar autématas con

varios estados iniciales o finales en automatas con un solo estado inicial o
final. Esta técnica sera util mas adelante.

@ re (J aro
redi(a)

Que U A¢(p)

peUrEA?(q) A(r,a)
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Propiedades de cerradura Demostracion de cerradura bajo u

Sean Dy =(Qq, Z, 61, 51, F1) Y D2 = (Q2, 2, &2, 52, F2) dos DFA.
Construiremos un D € DFA tal que
Los conjuntos regulares son cerrados bajo las operaciones de: L(D) = L(Dy) u L(Dy)
@ Unidn

o Interseccién Definimos D = (Q, Z, 6, s, F) donde

@ Complemento Q = QxQ
@ Concatenacion s = (s1,5)
@ Estrella de Kleene F = (QixFR)u(FLxQy)

Nota: en las demostraciones siguientes se supondra que los autématas
son completos, i.e., que la funcién & no es parcial.

&((g1, a2), a) (61(q1, ), 62(q2, a))

Se puede demostrar por induccién en « que

o € L(D) sii a € L(Dq) o bien a € L(Dy).
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Cerradura bajo n y complemento

Interseccion

Se construye un autémata como en el caso de u, salvo que

Complemento

F=FxFp

SeaA=(Q,Z,5,s, F)unDFA.Sea A=(Q, =, 8,5, Q- F). Claramente

Francisco Hernandez Quiroz

L(A) = =* - L(A).
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Otras definiciones

Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias
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Definiciones alternativas de lenguajes regulares

Existen otras formas de definir los lenguajes regulares:

@ Expresiones regulares
@ Patrones

@ Gramaticas lineales
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Cerradura bajo concatenacion y estrella de Kleene

Sean A =(Qa, 2, 84, Sa, Fa) Y B =(Qp, Z, 6, Sg, Fg) dos DFA. El
autémata C = (Qc, 2, Ac, Sc, F¢) se construye de la siguiente forma:

Qc = QavQs

Sc = f{sal

Fc = Fp
Alg,a) = {dalg,a)} siqeQa
A(g,a) = {ég(q,a)} siqeQg
Alg,e) = {sg} sige Fp

C es un NFA—¢ tal que L(C) = L(A)L(B). Para construir A" tal que
L(A) = L(A)*, se afiaden transiciones-¢ de los estados en F4 a un nuevo
estado inicial (que también sera de aceptacién) y una transicion—¢ a s4.
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Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias

Expresiones regulares

Las expresiones regulares son una forma muy compacta de definir
lenguajes. El lenguaje generado por la expresién o es L(«r). He aqui una
definicion inductiva:

@ Sia e 2 entonces a es una expresién regulary L(a) = {a}.

@ @ vy &£ son expresiones regulares con L(@) = @ y L(¢) = {¢}

@ Las expresiones regulares « y B generan las expresiones y lenguajes:

a+p Ka+p) = L)L)

o-B La-B) = La)L(B)
a:’: L(az'f) = L(a)v‘:
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Otras definiciones Otras definiciones

Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias

Ejemplos Patrones
Los numeros naturales en notacion decimal: Los patrones son otra forma muy comdn. También se definen
inductivamente:

0+((1+2+3+44+546+7+8+9)(0+1+2+3+4+5+6+7+8+9)) @ a, @y & son iguales que en las expresiones regulares

Las férmulas atomicas del calculo proposicional: @ H,conlL(#)=2
e @,conL(@)=2%

@ Los patrones o y 8 generan los patrones y lenguajes:

a+p La+p) = LauL(B)

(p+q+r)+((p+q+r)-N)

donde N se refiere a la expresién del ejemplo anterior.

Las cadenas del alfabeto {a, b, c} con al menos una aparicién de cada una anp L(an B) L(e) n L(B)
de las tres letras: op LaB) = La)L(B)
~0 L(~a) = 2*-La)
(AaAbACA) + (AdAcAbA) + (AbAaAcA) + (AcAaAbA) + (AcAbAaA) + (AbAcAaA) o L(o®) L(a)*
. o La*) = L(a)
donde A es la expresion (a + b + ¢)*. (o) ()
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Otras definiciones Otras definiciones

Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias

Ejemplos Gramaticas lineales

Las cadenas que contienen apariciones de a, by c, en ese orden, pero no
necesariamente consecutivas:

Recordatorio. Una gramaticaes G = {2, I, S, —).

Sean A,B e 'y a € 3*. Sitodas las reglas de G tienen una de las

@a@b@c@ -
siguientes dos formas

Las cadenas del alfabeto {a, b, c} salvo las que son repeticiones
consecutivas de la cadena abc:

A - oB o bien A->«

. se trata de una gramadtica lineal por la derecha.
~((abc)*).

Si todas | las de G de al de las dos f
Cualquier simbolo del alfabeto seguido de cualquier cadena menos las 110das 1as regias de & son de alguna de tas dos formas

repeticiones consecutivas de ab o cd: A - Ba o bien As

# ~((ab)" + (cd)"). es una gramadtica lineal por la izquierda.
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Otras definiciones Otras definiciones

Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias

Ejemplos Equivalencia entre patrones y expresiones regulares I

Para todo patrén «, existe una expresién regular f tal que L(a) = L(B).
@ Lagramatica Gy = {{0,...9},{S, N}, S, =) con reglas de produccién

Demostracion. Por induccion en .

S - O0|IN|2N|...|9N
N - ON]|IN|...9N g, Primero los casos basicos: a, €, @, #y @. Los tres primeros tienen
expresiones regulares equivalentes obvias.
genera los nimeros naturales en notacion decimal. Encuanto#y @, si 3 = {cy,..., C}, entonces
@ Lagramatica Gp = ({p, q, r,0,...9}, {S', S, N}, S, -) con las
siguientes reglas adicionales a las del ejemplo anterior: L#)=Llcy+--+cm) vy L@ =L(cp+-+cm)¥)
S > plqglripS|gS|rS Hipétesis inductiva. Supongamos que dados los patrones o y B, existen

expresiones regulares y y n tales que
genera las formulas atémicas del calculo de proposiciones.
L(a)=L(y)  L(B)=L(n)
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Otras definiciones Otras definiciones

Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias

Equivalencia entre patrones y expresiones regulares II Equivalencia entre expresiones regulares y automatas

Para toda expresion regular a, existe un autdomata finito A tal que
Procedemos a probar los casos inductivos con los operadores +,
concatenacion, *, * ny ~.
Los tres primeros son obvios, pues también se encuentran presentes en las
expresiones regulares.
En cuanto a *, basta observar que o* es equivalente a aor™.
La prueba del patron ~« se deja pendiente.
Finalmente, el patrén o n S es equivalente al patrén ~(~a+ ~f), el cual

queda cubierto por los casos anteriores. _,@

Nota. La afirmacion inversa es trivialmente cierta.

L(a) = L(A).
La demostracion se hara por induccion en a.

Casos bdsicos. Para las expresiones a, € y @, se tienen los siguientes
autématas:

Casos inductivos. Ya se estudié como construir autdmatas que acepten la
unidn, la concatenacion y la estrella de Kleene de lenguajes regulares.
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Otras definiciones Otras definiciones

Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias

Equivalencia entre automatas y expresiones regulares I Equivalencia entre automatas y expresiones regulares II

SeaN=(Q,2,A,S,F)eNFAysean X € QY p, g € Q. Definiremos una

expresion regular o, tal que
SiX#z@,seare X

L(O(f,(q) ={B | g € A*({p}, B) y el camino pasa soélo por estados en X}.

X _ o XArh XAk Xk X-{r}
Opg = Opg ~+&pr (O ') 0rg .
Por induccién en X. Sean aj, . . . g todos los simbolos de 2 tales que
g € Alp, a;). Finalmente, si s1,...,5,€ Sy f,...,fyn € F, entonces
Sipzg n m
o [ ai+vap 1k LNy =15 > o)
Opq = sif]
) k= i=1 j=1
Sip=q
o2 ap+---+ag+e 1<k
PA7 € k=0
Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares I 53 /66 Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares I 54 /66

Otras definiciones Otras definiciones

Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias

Equivalencia entre gramaticas lineales y automatas I Equivalencia entre gramaticas lineales y automatas II

Sea G =(2,I, S, —») una gramatica lineal por la derecha. Sea N € NFA-¢
el siguiente autémata:

Q = {[a]l]3Ver.V - Baju {S] Alainversa,sea A=(Q, 2, d,s,F) e DFA.Sea G =(2,Q, s, ») una
A(V],e) = {[«]|V—>a} siVerl gramatica con producciones de la forma
A(aal,a) = {[a]} siaeZnael*u*r _ B
{{s1} = estado inicial qg—ar sii 8q,a)=r
{[el} = estado final. g—a sii 6(g,a)eF
Entonces Entonces
[a] € A*([S], y) sii S =* nV = nba, 55 g, a)=r si q =% ar

si@V > 0ayy=nfo()a=Syy-==c.
Demostracion. Induccién en =*. A partir de este resultado, es claro que
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Otras definiciones Limitaciones

Expresiones regulares Patrones Gramaticas Equivalencias Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode
Ejemplos Un lenguaje no reqgular I
Sea G = ({0, 1},{S, N}, S) una gramatica con las siguientes reglas de El lenguaje {a"b"} no es regular. Supongamos que lo es y que A es un
produccién: autémata determinista con k estados y L(A) = {a"b"}.
S—->0]|1N N->ON|1IN]|¢ Sea la cadena a™b™, con m > k. Durante su lectura, el autémata debe

haber pasado al menos dos veces por un mismo estado (hay menos
estados que copias de a).
Sea q este estado repetido. Entonces:

El autémata respectivo es

5%(s, a’) q i<m
§*(q,al) = q j?0
5*(q,a’b™ = feF i+j+r=m.
Como A es determinista, tenemos que para toda p € N
o*(q,a’?) = ¢q

y en consecuencia
6*(s,a'alPa’b™ = feF
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Limitaciones Limitaciones

Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Teorema del bombeo

Un lenguaje no regular II

El resultado anterior se puede generalizar con el siguiente

Pero
Teorema. Sea L un lenguaje regular. Entonces, 3k € N tal que

Vo, B,y € 3%, si

salvo en el caso en que p = 1. Por tanto, aunque a’'a/Pa’b™ € L(A), aByel y k< 18l,

i+ jp+rzm,

o entonces 3n, 6, € >* tales que
a'alPa"b™ ¢ {a"b"},

B=nbp 'y Oze y anblpgyel VieN\.
lo cual es una contradiccién. En conclusion, este lenguaje no es regular.
La demostracion generaliza el argumento del ejemplo anterior, en el que

a=¢B=a"n=ad,0=a,9=a"yy=b"
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Limitaciones Limitaciones

Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Aplicaciones del lema del bombeo I Aplicaciones del lema del bombeo II

. " -
Ejemplo 1. El lenguaje {azn} no es regular. Supongamos que lo es 'y Ejemplo 2. Sean a € 2™y a & Z. Definimos

A € DFA reconoce este lenguaje. Sea k el nimero de estados de Ay sea

) #a(a) = el nimero de apariciones de g en a.
mtal que 2™ > k. El teorema del bombeo nos dice que 3n, 6, @ tales que

a" = anblpy e L(A) VieN Entonces
- aneey ‘ {a € {a, b}* | #a(at) = #b()}

Como 0 # ¢, la afirmacién anterior quiere decir que no es regular. La demostracion en este caso es indirecta:

© Ellenguaje {a*b*} es regular.

Q {a*b*}n{a €{a, b} | #a(«) = tb(a)} = {a"b"}.
siempre es una potencia de 2, lo cual es obviamente falso. Por tanto, A no @ Los lenguajes regulares son cerrados bajo n.
puede existir y {azn} no es regular.

lael + [nl +716] + || + |y

© Portanto, {o € {a, b}* | #a(«) = #b(«)} no puede ser regular.

Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares I Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares I 62 /66

Limitaciones Limitaciones

Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Relaciones de Myhill-Nerode I Relaciones de Myhill-Nerode II

Sea L un lenguaje regular y sea A € DFA tal que L(A) = L, con
A=(Q,2,0,s, F)y sin estados inaccesibles. Definiremos una relacién de

equivalencia en >*: . e . , .
q © Tiene indice finito, es decir, induce un nimero finito de clases de

a=paB s 8%(s, ) = 6%(s, B). equivalencia.

Una relacion que cumple con 1-3 es una relacién de Myhill-Nerode.
La relacidn =4 tiene las siguientes propiedades: Sea ahora R € 2* un lenguaje arbitrario. La relacion de equivalencia
=RC 2* x 2* se define de esta forma:

@ Es una congruencia por la derecha:
o =R B sii Vy € 3*. ay € Rsii By € R.

a=zp P implica que oa =4 Ba.

@ Es una afinacion de L:

a=pPB implica que aelsifel.
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Limitaciones Limitaciones

Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Teorema de Myhill-Nerode Ejemplo

El conjunto L = {a®"} no es regular. Se demostrara utilizando el teorema
Sea L ¢ >*. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes: anterior. Considérense las clases de equivalencia:

@ L esregular.

g as= B sii Vk. aak e L sii Bak €L

@ Existe una relacion de Myhill-Nerode en L.

@ Larelacién =, tiene indice finito. Pero aak, Bak € L sii |a| + k = || + k = 2", para alguna n € N. En pocas
palabras, por cada valor de k hay una clase de equivalencia distinta, i.e.,

£/ no tiene indice finito.
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