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Minimalizacion de estados

AUTOMATAS Y LENGUAJES FORMALES En ocasiones, un autémata A puede reemplazarse con un autémata A’ que
LENGUAJES REGULARES II reconoce el mismo lenguaje pero que tiene un conjunto de estados menor:
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De hecho, para cada lenguaje regular existe un unico DFA (salvo

Posgrado en Ciencia e Ingenieria de la Computacion : . . o
isomorfismo) con un ndmero minimo de estados que lo reconoce.
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Autémata cociente Algoritmo de minimalizacion |
Sea A € DFA, A= (Q, ¥, 4, s, F). Definimos una relacién de equivalencia El siguiente algoritmo permite construir el autémata cociente a partir del
entre estados de Q. Sean g, r € Q. Entonces: automata A= (Q, X%, 4,5, F),con Q= {q1,..., G}
@ Se construye una tabla
g=~r si Vao.0%(q,«0) € Fsii 6"(r,ax) € F. Estado ¢4 ... o
m
Dado que == es una relacion de equivalencia, designaremos con [q] la clase .q1
de equivalencia a la que pertenece el estado g. El autdmata cociente de A,
que denotaremos con A/ ~= (Qx, X, 0~, S~, F~), se define asi: Ok . o ) .
Donde m = s si el estado en el i-ésimo renglon es final y el estado en la
Q. = {[g]|qecQ} j-ésima columna no es final o viceversa. En caso contrario, m = n.
5~([q),a) = [6(q,a)] © Se repite lo siguiente hasta que ya no haya cambios:
Sv = [d] Si(qgi,q;) =ny(6(qg,a),d(qg;,a)) = s, paraalgun a € X, entonces
Fe = {[f]|feF}. (95 ¢)) 3= 5.

© Alterminar el paso anterior, g; =~ g; sii (q;, gj) = n.
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Algoritmo de minimalizacion I
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Autématas no deterministas y disyuncion

El algoritmo toma cuando mucho

()= 202

pasos, donde n es el numero de estados.
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Autématas finitos alternantes (AFA)

@ Un autémata alternante generaliza la idea anterior a otras funciones
boolenas. Por ejemplo, la aceptacion de la cadena aa podria ocurrir si
la expresion A(1,a) N F A —=A(2,a) N F es verdadera.

@ En cada estado de un autémata alternante, la lectura de un simbolo
lleva a la aplicacién de una funcién booleana a los posibles resultados
de procesar el resto de la cadena de entrada.
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Considérese el siguiente NFA:

ab

En el estado inicial, la cadena aa sera aceptada si la cadena a lleva a un
estado de aceptacién a partir del estado 1 0 el estado 2. Es decir, si la
disyuncién A(1,a) N F Vv A(2,a) N F es verdadera.
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Definiciones preliminares

Sea Q un conjunto finito de estados. Una evaluacion es una funcion

e:Q— {V,F}.SeaB%={e: Q— {V,F}}. Elconjunto de funciones
booleanas con argumentos en Qes {b: BY — {V,F}}.

Ejemplo. Sea Q = {s,1,2}. Una funcion booleanaes b= s A (1V 2).Sea e
la evaluacion siguiente

e(s)=V e(1)=F e(2) = V.

Entonces, b(e) = V. Si b/ = s A 1 entonces b/(e) = F.
Nota: La funcién booleana no necesita utilizar todos sus argumentos, como
en el ejemplo de b'.
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Definicidn formal
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Ejemplo

Un autémata alternante es un cuarteto A = (Q, ¥, 4, s, F), donde
§:Qx X — {b:B?— {V,F}}.

La funcién & se extiende a 6* : Q x =* — {b: B2 — {V,F}}:

6*(q,€)
5*(q, ax)

q
6(q,a) o (5" (1, ), - -, 0" (qn, @)

Seaf: Q — {V, F} laevaluacion siguiente:

f(q)=V sii qgeF.

Entonces
L(A) ={a [ 6°(s, a)(f) = V}

9/53

Sea A= ({s,1,2},{a b}, d,s,{2}), donde o esta definida asi:

Estado a b
s|1v—=2| 1A2
1 -2 1
2 2 -1v2
Entonces
0%(s,baa)(f) = ¢*(1,aa) A6 (2, aa)
= —0%(2,a) AN0*(2,a)
= —0%(2,€) N 5*(2,€)
= —2AN2
y finalmente la cadena es rechazada, pues
-2AN2(f) = F
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Sistemas de ecuaciones

Una forma concisa de definir AFA es por medio de sistemas de ecuaciones.
Sea I el alfabeto de entrada. Entonces, las ecuaciones tienen el formato:

X1 = Za-b1(X1,...,Xn)+c1
acl

Xn = Za'bn(X1,...,Xn)+Cn
acl

donde las b; son funciones booleanas de n argumentos y las ¢; pueden ser e
(en caso de que sea un estado final) o 0. Los operadores aritméticos y
booleanos se interpretan como en las expresiones regulares o de manera
tradicional.
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Ejemplo

El AFA del ejemplo anterior quedaria descrito por las siguientes ecuaciones:

Xo = a-(X1V—X2)+b-(X1/\X2)+O
Xy = a~(—X2)+b-X1+O
Xo = a-X2+b-(—X1\/X2)+€

Un resultado interesante es que todo sistema de ecuaciones corresponde a
un AFA y viceversa. La regularidad de los AFA se deduce de que los sistemas
de ecuaciones pueden transformarse en expresiones regulares.
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Una aplicacion: reconocimiento de cadenas Diccionarios

@ Supongamos que se tiene un conjunto de cadenas X C X * y una
cadena a € Xy el objetivo es verificar si alguna cadena de X

aparece en «, es decir si @ Sea ¥ un alfabeto. Un diccionario es un subconjunto finito de ¥* que

no contiene a e.

AB,y,ne X a=pym Ay e X . o
T T @ Buscar apariciones de cadenas de un diccionario X en cadenas

@ Elalgoritmo ingenuo sigue el método de la ventana corrediza: para arbitrarias de 3-* equivale a reconocer el lenguaje -* X.
cada cadena en X se recorre « caracter por caracter y se verifica si @ Sea o € ¥* una cadena no vacia. Denotaremos con Pre(«) los
corresponde al segmento de « que inicia ahi. prefijos de a.. Si X es un conjunto de cadenas, Pre(X) es el conjunto
@ No es dificil ver que este algoritmo es muy ineficiente. de prefijos de las cadenas de X.
@ Hay algoritmos més eficientes que éste, pero requieren ciertas o Ejemplo. Si = abab, Pre(«) = {, a, ab, aba, abab}.

operaciones iniciales también muy costosas.

@ Si se realizaran busquedas frecuentes de cadenas de X en cadenas
arbitrarias, el costo se podra justificar.
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Autdmata trie de un diccionario

Dado un un diccionario X, su autémata trie T(X) esté formado por Considérese el siguiente conjunto de palabras: {aa, bb, abba, baab}.

@ Un conjunto de estados que comprende un estado por cada prefijo de
las cadenas de X (si més de una cadena tienen el mismo prefijo, T(X)
s6lo incluird un estado para todas).

@ Elestado inicial corresponde a e.
@ Los estados finales son las cadenas de X.

@ Lafuncidn o se define asi. Sean py q los estados correspondientes a
las prefijos vy 3, respectivamente, y sea a € . Entonces

o(p,a)=q sii B = aa.
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Autdmata de un diccionario |

@ Sea X un diccionario. Con base en T(X) se puede construir el
autémata del diccionario X que aceptara el lenguaje *X.

@ Seah:X* x X — Pre(X) lafuncién siguiente
h(«, X) = el sufijo de o de mayor longitud que pertenece a Pre(X).

@ Elautémata del diccionario de X, denotado por D(X), constara de los
elementos
@ Los mismos estados de T(X).
@ El mismo estado inicial.
@ El conjunto de estados finales es el conjunto de estados que
corresponden a las cadenas en Pre(X) N X*X.
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Ejemplo de autdmata de diccionario

El autémata de diccionario del ejemplo anterior:

Francisco Herndndez Quiroz

Autématas y Lenguajes Formales

Leng. reg. / Leng. ind. del contexto

Més sobre lenguajes regulares

Minimalizacion ~ Alternancia  Reconocimiento de cadenas

Automata de un diccionario Il

@ La funcion ¢ definida por

d(p,a)=q sii B = h(aa, X),

donde py q los estados correspondientes a las prefijos a y 53,
respectivamente, y a € ¥.
D(X) es un autémata completo que acepta el lenguaje =*X.
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Gramaticas independientes del contexto

@ Una gramatica G = (X, T, S, —) es independiente del contexto sii
todas las reglas de produccion tienen una de las dos siguientes formas

A— o A— ¢

donde A eT.
@ CFG designara el conjunto de gramaticas independientes del contexto.
@ Ellenguaje generado por G se denotara con L(G).

@ Un lenguaje L es independiente del contexto sii existe una gramatica
G € CFG tal que
L=L(G).

@ CFL es el conjunto de lenguajes independientes del contexto.
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Ejemplos Otras definiciones |

Considérese una derivacion

ag = o = - = ap.
@ Lenguaje de palindromas. Sea Gp = ({a, b}, {S}, S, —p), donde ° 1 "

Esta derivacion presupone reglas de produccion
S —paSa| bSb | e.

A b, A
@ Lenguaje de paréntesis. Sea Sea Gp = ({(,)},{S}, S, —p), conlas 1o n
siguientes reglas tales que
S—p(S)|SS|e i =AM i =B

Esta derivacion sera por la izquierda sii para todo i < n

Vil < vl i eX”
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Otras definiciones I Otras definiciones Il

y sera por la derecha sii

il < | | mer Una produccion es terminal sii no contiene simbolos no terminales del lado
derecho.

Una produccion es una regla-e sii su lado derecho es .

Una produccion es unitaria sii es de la forma de la forma A — B, con
ABer.

Una gramatica es propia sii no contiene regla-e ni reglas unitarias.

Una gramética es no ambigua sii Vo € L(G), « tiene exactamente una
derivacién por la izquierda (o por la derecha).

Un lenguaje es no ambiguo sii existe una gramatica no ambigua que lo
genere. De lo contrario, serd inherentemente ambiguo.

Una gramatica es pulcra sii

(a) VAe T .L(A) #0;
(b) VAeT .o, €X*.S — aAB0S=A

Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Leng. reg. / Leng. ind. del contexto Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Leng. reg. / Leng. ind. del contexto




CFG CFG

Definicion  Ejemplos  Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo Definicién  Ejemplos  Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Paréntesis balanceados Lenguajes de Dyck

El lenguaje de paréntesis se puede generalizar a los lenguajes de Dyck. Sea
A un alfabeto de simbolos terminales y sea A una copia de A, es decir:

La gramatica “GD genera el lenguaje de paréntesis balanceados, es decir, () AnNA=0
a & L(Gp) si (i) existe una biyeccion de Aa A.
Q A(a) = C(a); Por ejemplo, si A = {(}, entonces A = {)}.
Q C(B) < AB) v € Pre(a); El lenguaje de Dyck sobre A es el lenguaje generado por las reglas de
donde A(a) y C(«x) son el numero de paréntesis que abren y cierran que produccion:
aparecen en «, respectivamente. S—aSay |- |apSan| SS e,

Demostracion. Por induccién en la derivacion de S = «. - _ ,
donde A={ay,...,an}ya € Aeslacopiade a;. Este lenguaje se

denotara con Dyj.
Si |A| = n, una notacién alternativa es Dj;.
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Formas normales de Chomsky y de Greibach Ejemplos

Los conjuntos de producciones siguientes tienen forma normal de Chomsky

Sea G= (%, T, S, —) un gramatica. G tiene forma normal de Chomsky y de Greibach (respectivamente)

(CNF) sii todas las producciones tiene la forma
A— BC A — a, S - AB|AC|SS C—SB A—( B-)
S — (B|(SB|(BS|(SBS B —)

donde A, B,Celyac¥. . L
y generan el lenguaje de paréntesis balanceados.

En cambio, G tiene forma normal de Greibach (GNF) sii todas las , o _ _
producciones tienen la forma Las producciones siguientes generan el lenguaje de palindromas

A bB;---B S — AA|BB|AC|BD C—SA D—SB A—a B—b

S — aA|aSA|bB|bSB A—a B—b
con0< k,beXyBy,...,Beerl.
Con excepcién en ambos casos de e.
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Todas las CFG tienen equivalente en CNF 0 GNF
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Lema de gramaticas propias |

Teorema. Sea G € CFG. Entonces existen G¢, Gg € CFG tales que tienen
forma normal de Chomsky y de Greibach, respectivamente, y

L(Ge) = L(Gg) = L(G) — {e}.

Francisco Herndndez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Leng. reg. / Leng. ind. del contexto

CFG

Definicién  Ejemplos  Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Lema de gramaticas propias |l

Y sea G' € CFG como G, pero con las reglas de producciéon —'. Entonces
L(G) = L(G))

Obviamente, L(G) C L(G'). Para L(G') C L(G), baste observar que toda
derivacion en G’ se puede realizar en G, salvo tal vez en més pasos.

Sea ahora Gp como G’ pero con la relacién —" que prescinde de las
producciones unitarias y -e que existan en —’. Entonces

L(Gp) = L(G) — {e} = L(G) — {e}.

Esta tltima afirmacion se demuestra considerando que las derivaciones de
longitud minima en G’ prescinden de producciones-¢ y unitarias.
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Sea G € CFG. Entonces, existe una gramatica propia Gp tal que

L(Gp) = L(G) — {e}.

Demostracion. Sea —' la relacién minima que

(i) contiene a —;
(i) siA—" aBByB — ¢ entonces A —' a3
(i) siA—'ByB —'~,entonces A —' .
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Transformacion a forma normal de Chomsky

Una vez que contamos con una gramatica propia Gp, podemos construir la

FNC:

@ Paracada a € ¥, introducimos nuevos no terminales A, y reglas de

produccién A; — a.

@ Sustituimos los terminales por los no terminales del punto anterior en

todas las reglas de Gp que no tengan FNC todavia.

© Dadaunaregla A — B ...By (K > 2), introducimos un nuevo

terminal C; y las reglas

A—>B1C1 C1—>Bg...Bk.

© Repetimos este procedimiento hasta tener sélo reglas con dos no

terminales del lado derecho.
Eliminamos las reglas del punto anterior que no tengan FNC.
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Transformacion a forma normal de Greibach Ejemplos |
Sea G¢ una gramatica en FNC. Para convertirla a FNG: Lenguaje de paréntesis. Empezamos con forma normal de Chomsky:
@ Paracada X € I, considérese el lenguaje S AB| AC|SS C_s SB A ( B ).
Rxx={p e | X =L xB}. Tenemos ahora los siguientes lenguajes Ry x
Este lenguaje es regular. Sea Gy x una gramatica lineal por la derecha Rs( = (B+C)S*
que lo genere. 'Seja Sy x el simbolo inicial de esta gramética. Ro( = (B+C)S'B
© Entonces, sustituimos las reglas
Ra( = {e}
A— XY Re)y = {e}
por reglas Estas producciones nos generan los lenguajes anteriores:
A — xSx,Y,
’ Ss(—+BX|CX  X—SX|e
y agregamos las producciones y simbolos no terminales de Gy x a Sc(— BY | CY Y—>SY|BZ Z—e¢
nuestra gramatica. Su(— €
© Eliminamos las reglas-e. Sgy — ¢
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Teorema del bombeo |

Ejemplos I

Sea L € CFL. Entonces, existe k € N tal que paratoda v € L, si k < |,
Entonces, tenemos las reglas nuevas

entonces
S— (SAy(B | (SA(C | (SS(S C— (Ss’(B A— ( _
SS,( _>)SB,)X | (SC,(X X (SS,(X | € B _>) a = 5'}’779¢, '79 7/6 y |’Y776’ < k
SC,( —))Sgy)Y | (SC‘(Y Y — (83,(Y |)Sgy)Z Z =€ y para todai e N
Sa(— € Sp) — € Byindié € L.
Finalmente, eliminamos reglas-e y simbolos superfluos: Demostracion.
S—)(B‘(C|(Ssy(s C—)(Ssy(B A—)( OSGaGECFGenFNcyL(G)=L—E.
Ss( )X | (Se(X | (Sey X — (S (X | (Ssy B—) @ Sea T el alfabeto de simbolos no terminales de G, con | I |= ny sea
Se( )Y | (ScY Y = (Ss(Y ) k=2m1,

@ Entonces, el arbol sintactico de toda cadena de longitud igual o
superior a k debe tener profundidad de n + 1 al menos.
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Teorema del bombeo I Ejemplo

Considérense los siguientes arboles de derivacion:

@ Entonces en un camino de longitud méaxima de la raiz a las hojas debe
aparecer dos veces, al menos, el mismo no terminal.

@ Este no terminal puede usarse para definir las cadenas v y 6.

Arbol de la cadena o = abed
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Aplicaciones

Como con los lenguajes regulares, este teorema se puede utilizar para
demostrar que un lenguaje dado no es independiente del contexto. Ejemplos:

{a"b"c"},
por una aplicacion directa del teorema, y
{aa}
pues los CFL y los regulares son cerrados bajo interseccion y

{a"b"a"b™} = {aa} N L(a*b*a*b*)

Arbol de la cadena 3 ~2n62¢ = abebod y, obviamente, {a"b™a"b™} no es independiente del contexto
conpg=a~vy=bc,m=0=eyop=d
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Definicion  Equivalencia Determinismo Definicion  Equivalencia Determinismo

Autématas de pila Lenguajes aceptados por NPDA

Una configuracion de un autémata A € NPDA es una terna (g, «, ) donde

Un autémata de pila no determinista A esté formado por g € Q

@ un conjunto de estados Q; a € XF

@ un alfabeto de entrada X; B e I*

® un alfabeto de pila I La configuracion inicial es (s, «, L ). Definiremos ahora una relacion entre

@ una relacion de transicion § C (Q x (X U {e}) x ) x (Q x ') configuraciones:

@ un estado inicial s;

@ un simbolo inicial de la pila L; sid((g.a B),(r,7)) entonces (g, aa, BS) = (r, . nf)

@ un subconjunto de estados finales F C Q. si0((q,¢,B),(r,m)) entonces (g, v, BF) = (r, @, nf5)
Llamaremos NPDA a los autématas de pila no deterministas. El lenguaje aceptado por un A € NPDA es

LA ={acX*|IfeF.(5a,L)="(fe5)}
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Autématas de pila Autématas de pila

Definicion  Equivalencia Determinismo Definicién  Equivalencia Determinismo

Aceptacion por pila vacia Teorema de equivalencia entre CFG y NPDA |

(a) Sea G € CFG. Entonces, existe A € NPDA tal que

L(G) = L(A).

Una definicion alternativa del lenguaje aceptado por un A € NPDA es (b) Sea A € NPDA. Entonces, existe G € CFG tal que

LA ={ae2" [(sa, 1) =" (q66)} L(G) = L(A).

Ambas definiciones son equivalentes y puede construirse un A € NPDA que Demostracién
acepte por pila vacia el mismo lenguaje que un A € NPDA que acepte por (a)Sea G = (X, T, S —) en FNG. Sea
estado final (y viceversa). Y '

A=({q},%,1,6,9,5,q),
donde

5((g,a,A),(q,B;--- Bx)) sii A—aBy---B.
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Definicién ~ Equivalencia  Determinismo

Teorema de equivalencia entre CFG y NPDA ||

Si puede demostrar por induccién en la longitud de las derivaciones (por la
izquierda) que
(9,a8,A) =% (9,5,7) Sii A=G an.

Entonces

acl(G) si S=;a

si (g, S) =3 (g, ¢€)
sia € L(A).

(b) Se demuestra primero que para todo A € NPDA existe un A* € NPDA con
un solo estado tal que
L(A) = L(A)

y una vez construido A’, los argumentos del caso (a) se pueden aplicar en
sentido inverso.
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Algunos teoremas Utiles

Chomsky-Schitzenberger Reconocimiento

Autématas de pila

Definicién  Equivalencia  Determinismo

Determinismo

@ A diferencia de los lenguajes regulares, la clase CFL no determinista es
estrictamente mayor que la determinista (DCFL).

@ Un autdmata determinista de pila D = (Q, X, T, 9, L, -, s, F) incluye el
simbolo especial - que sirve para indicar el final de la cadena de
entrada.

@ Las transiciones estéan indicadas por la funcion

§:QxXU{ed} - QxT™
@ 4 no puede eliminar de la pila a L, es decir
i(g,a,L)=(r,al).

@ La aceptacion es por estados finales. La aceptacion por pila vacia
define un conjunto de lenguajes diferente.
@ Un ejemplo de un lenguaje en CFL pero no en DCFL es

{a,b}* —{aa | a € {ab}"}
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Chomsky-Schitzenberger Reconocimiento

El teorema de Chomsky y Schitzenberger |

Sea L € CFL. Entonces existen n € N, R € REG y un homomorfismo h tal
que
L=h(D; N R).
Nota: un homomorfismo h : ©* — I'™* es una funcién tal que
h(a3) = h(a)h(3).

Demostracion. Sea G = (¥, T, S, —) en FNC. Asignaremos letras griegas
minusculas a las producciones de G:

T, 0,0, ..

Definiremos nuevas producciones

Cl sim=A— BC

simt=A— a

El teorema de Chomsky y Schitzenberger ||

y sean
11 2 2
Z/ = {[ ] [ ]|7TE—)}
T
=" = {7 |re-}
G = (XIS

Se puede definir facilmente un isomorfismo con un lenguaje D} (con un par
de tipos de paréntesis por cada regla en —). Obviando el isomorfismo, es
claro que

L(G) C D;.

L(G'") cumple ademas con las siguientes restricciones adicionales:

1 2
@ Paratoda 7w €—, el simbolo | esté seguido de | .
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Chomsky-Schiitzenberger  Reconocimiento Chomsky-Schiitzenberger Reconocimiento

El teorema de Chomsky y Schitzenberger I El teorema de Chomsky y Schutzenberger IV

2 n
© Ningun ] esta seguido de %
. 1 r . 1
© Sim=A— BCentonces | estd seguidode [,conp=B— §. Siw = A — BC entonces

2
Analogamente para [ .
™

1 1 2 2
DN=h(1)=hn([Y=h])=
© Sim=A— a entonces ;lr esta seguido por la cadena jrii h(n) h(w) h(w) h(w)
Q SiA =7 @, entonces «v comienza con 71[T paraalgunam=A — 7. Sim = A — aentonces
Considérese el siguiente lenguaje regular: 1 1 2
, h [ =a y h ] = h [ = h ] =€
Ry ={a € ©* | a satisface 1-5} (W) (W) (W) )

Lema. A =%, asiia € D; N Ra El teorema se sigue directamente de esta definicion.

Suponiendo que el lema anterior es verdadero, entonces definimos el
homomorfismo
/
h:X* — X"
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Chomsky-Schitzenberger Reconocimiento Chomsky-Schiitzenberger -~ Reconocimiento

Lema A =7, asiia € Dy N Ry Algoritmo de Cocke, Kasami y Younger

@ Es un algoritmo para decidir de manera eficiente si una cadena
pertenece a un CFL.

@ SealLuncrLysea G= (X, T,S,—) una craG en forma normal de
Chomsky tal que

Demostracion. Por induccion en n para la direccion =-.
Para el caso inverso, por induccion en la longitud de las cadenas en
Dy, M Ra4. Basta considerar que

L(G) =L
B

1 12 2
a= 151141

TorTTm @ Sea«a € Lconlongitud n. Sean0 < i < j < nysea
y analizar los dos casos posibles para «, a saber, A — BC o bien A — a. N
En el primer caso, por hipétesis inductiva, i

la subcadena de o que va de la posicion i + 1 ala .
@ Sea Tj; C T el conjunto de no terminales que generaron c; .

y ademds 3 y -y satisfacen las condiciones 1-5. El segundo caso es atin mas @ Elalgoritmo calcula el valor de todos los T;; de manera inductiva. En
simple. particular, S € Ty si S = a.

@ Elalgoritmo es O(pn®), p el nimero de producciones en G.

B=¢% y C=g7
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Chomsky-Schiitzenberger ~ Reconocimiento

fori:=0ton—1do
Tijwt = 0;
forA—aec Gdo
if a = a1 then
L | Tiit =T U {A}
form:=2tondo
fori:=0ton— mdo
Tism =0;forj:=i+1toi+m—1do
forA— BC e Gdo
if Be TjjAC e Tumthen
L | Tijem = Tijem U {A}
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