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Induccidn en definiciones y demostraciones

AUTOMATAS Y LENGUAJES FORMALES

PRELIMINARES MATEMATICOS En matematicas es comdn que un conjunto se defina inductivamente, es

LENGUAJES REGULARES | decir, a partir de un conjunto inicial y de reglas para crear nuevos elementos.
Por ejemplo, las listas de naturales:

@ []eslalista vacia

Francisco Hermandez Quiroz @ si[ay,...,a,) esunalistade Ny m € Nentonces [m, ay, . . ., ay] es

- una lista de naturales.
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NuUmeros naturales Induccién matematica

Los nimeros naturales se pueden definir inductivamente: Si se quiere demostrar una propiedad P de los niimeros naturales entonces
@ 0 es un numero natural se puede hacer utilizando su estructura inductiva:
@ si nes un numero natural, entonces el sucesor de n también es un @ Se demuestra que P vale para 0.
numero natural @ Se formula una hipdtesis inductiva: “P vale para cierto nimero m € N,
El sucesor de un nimero k suele denotarse como s(k), suc(k) o © Se demuestra que P vale para m + 1

simplemente como k + 1.
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Ejemplo de induccion matematica Conjuntos bien ordenados

Q y b rP+n .
ueremos demostrar que Z = ntonces @ Los conjuntos definidos inductivamente se pueden ordenar de acuerdo
i=0 con el orden estructural
0 0240
@ Demostramos que Z = (obvio). a <g bsii b se construye a partir de a.
=0
I mem Enelcasode N, m <gnsin=m+1.
@ Formulamos la hipotesis Z I=— @ En muchos casos, < g ordena un conjunto de tal forma que
1 =0 @ no existen cadenas infinitas descendentes
o (m+1)2+m+1 o <gn <gap<g--- <ga
© Demostramos que Z e e para todo elemento, existe un niimero finito de predecesores en <s.
=0
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Induccion bien fundada Ejemplo de induccion bien fundada |

Definimos los arboles binarios de nimeros naturales:

@ Todos los numeros naturales son arboles binarios (los elementos
basicos del conjunto)

@ Siay bson arboles binarios, entonces (a e b) es un arbol binario (caso
inductivo)

Cuando hay un conjunto inductivo C bien ordenado por <g, es posible
demostrar una propiedad P de elementos de C inductivamente:

@ Se demuestra que P vale de todos los elementos minimales de C.
@ Se formula una hipdtesis inductiva: “Sea a € C. P vale para todos los

b e Ctalesque b <g a". ‘
© Se demuestra que P también vale para a. G_D/Q\G3> %

Sia=(bec),entoncesb <gayc<g a.

Los arboles binarios también se pueden representar graficamente:
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Ejemplo de induccion bien fundada Il

Considérense ahora las siguientes funciones:

Max(n) = n sine N
Max(ae b) = maximo{Max(a), Max(b)}
Card(n) = 1 sine N
Card(ae b) = Card(a) + Card(b)
Suma(n) = n sine N
Suma(ae b) = Suma(a)+ Suma(b)

Demostraremos que para cualquier arbol binario de naturales a

Suma(a) < Max(a) x Card(a).
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Relaciones y cerradura transitiva y reflexiva

Sea A un conjunto. Una relacién R en A es un subconjunto de A x A. La
cerradura transitiva y reflexiva de R se define inductivamente:

R = {(aa)|acA}
R" = R
R™' = R"U{(ab) | 3ctalque (ac)y(c,b) € R"}

R* = URn

neN

Rt = U Hn+1

neN

R* es la cerradura transitivay R* es la cerradura transitiva y reflexiva de R.
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@ Caso basico. Los minimales en este caso son los niimeros naturales.
Sea n € N. Entonces

Suma(n) = n = Max(n) = Max(n) x 1 =Max(n) x Card(n)
@ Hipdtesis inductiva. Sea a = (b e c). Entonces
Suma(b) < Max(b) x Card(b).
Suma(c) < Max(c) x Card(c).
puesb <gayc<ga
© Debemos demostrar que
Suma(a) < Max(a) x Card(a),

lo que se sigue de la hipdtesis inductiva y las definiciones de Max, Card
y Suma.
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Alfabeto

@ Un alfabeto X es un conjunto finito de simbolos. Ejemplo: {a, b, . . . z}.
@ Una cadena (finita) es una sucesién de simbolos de X. Ejemplo acczi.
@ La “cadena” vacia no contiene simbolos. Se suele denotar con € 0 \.
@ El conjunto de cadenas del alfabeto X se denota con *.

@ Sise excluye a ¢, entonces se llama X+,
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Concatenacion Lenguajes

Si ¥ es un alfabeto, entonces un lenguaje L es un subconjunto de >*.
@ Las cadenas se pueden concatenar. Por ejemplo, si o = aabcy
(B = ccaz, entonces

o - 3 = aabcecaz. Nota
. " . iy @ Dado que X es finito, * es un conjunto infinito del mismo tamano que
@ Es muy comun omitir el signo de concatenacion - N
@ ces el elemento neutro de la operacion de concatenacion, pues - .
‘ P P @ El conjunto de subconjuntos de X* se denota como P(X*).
e =€ex = Q. @ Por la definicién anterior, el conjunto de lenguajes en * es P(X*).

@ P(X*) es infinito, de un tamafio mayor que el de N.
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Operaciones en lenguajes Gramaticas

Sean Ay B dos lenguajes en X.. Tenemos las siguientes operaciones:

@ Union AU B.
@ Interseccion AN B. Una gramatica G es una cuarteta (X, T, S, —g):
@ Diferencia A— B={a | a € Ay o & B}. @ X es un alfabeto de simbolos terminales
@ Complemento ~A=3* — A @ [ es un alfabeto de simbolos no terminales
@ Concatenacion AB={af | a € Ay 8 € B}. @ S €T es el simbolo inicial
@ Estrella de Kleene A* = |, A" donde @ —»sC (XUl M (Xurl)* x (X uUTl)* son las reglas de produccion
A = g
An+1 = A"A

Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares | 15/65 Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares | 16/65




Alfabetos y lenguajes Alfabetos y lenguajes

Alfabetos y cadenas  Operaciones en lenguajes  Gramaticas Jerarquia de Chomsky Alfabetos y cadenas  Operaciones en lenguajes  Gramaticas Jerarquia de Chomsky

Lenguaje generado por una gramatica

A partir de G definimos la relacion = gC (U T)* T (T UT)* x (EUT)". Sea G una gramatica. El lenguaje generado por G es

lg={a e X" | S=%a
o =g [ sii existen v, k, 8, A tales que 6=1 | ¢

@ o=kl Ejemplo. Sea G la siguiente gramatica
® B=7\ © ¥ ={ab}
@ Kk —g A\ e [={S}

@ {S—5aSh,S —ge}
El lenguaje generado por la gramatica anterior son todas las cadenas
formadas por cierto nimero de a seguidas del mismo ndmero de b

Francisco Herndndez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares | 17/65 Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares | 18/65

Alfabetos y lenguajes Alfabetos y lenguajes

Alfabetos y cadenas  Operaciones en lenguajes Gramaticas Jerarquia de Chomsky Alfabetos y cadenas  Operaciones en lenguajes Gramaticas Jerarquia de Chomsky

Jerarquia de Chomsky Gramaticas y el curso

Se pueden clasificar las gramaticas y los lenguajes que generan de acuerdo

con ciertas restricciones: Estos tipos también se conocen con otros nombres:
@ Tipo 3: Sitodas las reglas de produccion tienen la forma A — aB o @ Tipo 3: lenguajes regulares
A— a,donde A BelTyaeX*

@ Tipo 2: Sitodas las reglas tienen la forma A — a, donde A€ 'y
ac(Zuln)*
@ Tipo 1: Si no hay una regla de produccién con la forma oc — €
@ Tipo 0: Sin restricciones.
Esta clasificacién se conoce como la jerarquia de Chomsky

@ Tipo 2: lenguajes independientes del contexto (o libres del contexto)
@ Tipo 1: lenguajes dependientes del contexto (o sensibles del contexto)
@ Tipo 0: lenguajes recursivamente enumerables

Estudiaremos los tipos 3, 2 y 0 en las primeras tres partes del curso.
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Autématas finitos Ejemplo 1

El autémata formado por X = {a, b, ¢, d}, Q= {S,1,2,3, F} y ¢ descrita
por la siguiente tabla:

Un autémata finito (DFA) esta formado por

Qla |b|c |d
@ Un alfabeto de entrada * ST—171 ==
@ Un conjunto finito de estados Q 112 [= ==
@ Un estado inicial s € Qy un conjunto de estados finales F C Q 2 13 |—1]2 |2
@ Una funcion de transicion 5 : @ x ¥ — Q 9;_ —|F|=]=

Y que acepta el lenguaje formado por cadenas que empiezan con ba,
terminan con ab y enmedio tienen un numero indeterminado de cy d.
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Ejemplo 2 Representacion grafica

El autdmata formado por & = {a, b}, Q = {S,1,2, F} y ¢ descrita por la
siguiente tabla:

MmN =IO
B IRSIESIES
j—l_Lj-l_Lc-

Y que acepta un lenguaje cuya descripcion es demasiado larga como para
ser comprensible.

Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares | Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares | 24/65




Autématas finitos Autématas finitos

Autématas Lenguajes regulares  Autdmatas no deterministas  Cerradura Autématas Lenguajes regulares  Autématas no deterministas ~ Cerradura

Lenguajes regulares

Podemos ampliar la funcién ¢ a una funcion 6* : @ x X* — Qdela
siguiente forma. Seang € Q,a€ ya € *:

Ahora podemos definir el lenguaje aceptado por el autémata

0*(qg,€) =
@) = q A=(Q,%,S F,5):
6°(g,aa) = 0%(6(q,a), @)
L(A) ={a | (S, @) € F}.
O alternativamente Unlenguaje L C X* es regular sii exite un autdmata finito A tal que L = L(A).
6*(q.¢) = q
6°(q,ca) = 6(6°(q, @) a)
Nota: el alumno puede demostrar que ambas definiciones son equivalentes.
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Un ejemplo aritmético

Sea #« el numero denotado por la cadena binaria . Entonces

El siguiente automata acepta el lenguaje 5*(0,0) = #a  mod 3

{a € {0,1}" | « es un multiplo de 3 en binario} Demostracién. Primero

1 0 #(ad) = 2#a)+d  de {01}
0 .0.0 1 5(q.d) = (2q+d) méd3
1 0 Ahora, por induccion en «.. Caso basico
num. representado por el prefijo leido | estado del automata 0"(0,¢) = 0 definicion de
0 mod 3 0 = Fe pues #e =0
1 mdd 3 1 = ¢ mbd 3
2 mdd 3 2
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Hipdtesis inductiva: 5*(0, ) = #« mdd 3. Por demostrar

5(0, ad)

Francisco Herndndez Quiroz

5(67(0, ), d)

= §(#a mod 3,d)

= (2(#a mdd 3) +d)
= (2(#a)+d) mod 3
= #ad mod3

Autématas y Lenguajes Formales
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Ejemplo

Francisco Herndndez Quiroz
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Autdmatas no deterministas

@ Un autémata finito no determinista (NFA) puede elegir uno de varios
estados posibles cuando lee un caracter.

@ Ademas, tiene un conjunto de estados iniciales S.
@ Lafuncién de transicion de unNFAes A : Q x ¥ — P(Q).

@ La funcidn anterior se extiende a una funcién
A" P(Q) x ¥ — P(Q) de esta forma:

A

A*(Ae)
A*(A aa)

U 2@

geA* (A)

@ Ellenguaje aceptado es {a | A*(S,a) N F #0}

29/65 Francisco Hernéndez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares | 30/65

Autématas finitos

Autématas Lenguajes regulares  Autématas no deterministas  Cerradura

Equivalencia con los DFA

SeaN=(QX,A,SF)unnFaysea D= (Qp, X, dp, Sp, Fp) el siguiente
autémata DFA

Q@ = P(Q)
So(Aa) = A*(Aa)
Sp = S
Fo = {ACQ|ANF#0}

Ambos autdmatas aceptan el mismo lenguaje.

31/65 Francisco Hernéndez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Prel. mat. / Lenguajes regulares |




Autématas finitos

Autématas Lenguajes regulares  Autématas no deterministas  Cerradura

Demostracion. Los tres lemas siguientes

A*(AaB) = A*(A*(Aa)B)
A*(UA,,a) = UA*(A,,a)
S5(Aa) = A*(Aa)

se demuestran por induccidn sobre 3, ay v, en ese orden. Entonces,
L(N) = L(D):

a e L(D) si 6"(sp,a) € Fp
si A*(Sy,a)NFy 70
si € L(N)
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Transiciones e

Un automata finito no determinista con transiciones-¢ es una quinteta
N=(Q X, A,S, F),igual aun NFA salvo que

A Qx (ZU{e}) = PQ).

Ahora es posible transitar de un estado a otro sin consumir simbolos. A* se

define asi
A*(Ae) = AUl JA(ge)
qgeA
A*(Aeca) = |J Aga) U |J A(ra)
geA*(Aa) reA(ge)

gEA* (Aq)
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Ejemplo

Francisco Herndndez Quiroz
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NFA-¢ es equivalente a NFA

SeaN=(Q X, A,S, F)unNFA-¢ yseaq € Q. Definimos la cerradura-c de
q

Adg) = {q}

A = U A(re
reAn(q)

AXg) = |JAXg
neN

SeaN' =(Q,%,A',S,F'),con

A(ga) = A(ga) U |J A(na)
reA:(q)
F'o= {q| AX(q) N F 70}

Claramente, L(N) = L(N')
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Varios estados finales e iniciales Propiedades de cerradura

Los conjuntos regulares son cerrados bajo las operaciones de:

@ Unidn
La introduccion de transiciones-e permite transformar autématas con varios @ Interseccion
estados iniciales o finales en autdmatas con un solo estado inicial o final. @ Complemento

Esta técnica sera util mas adelante. @ Concatenacion

@ Estrella de Kleene

Nota: en las demostraciones siguientes se supondra que los autématas son
completos, i.e., que la funcion § no es parcial.
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Demostracion de cerradura bajo U Cerradura bajo Ny complemento

Sean Dy = (Q1, X, 01, 81, F1) y Do = (@, X, 02, So, F>) dos DFA.
Construiremos un D € DFA tal que

L(D) — L(D1) U L(Dg) Interseccion
Se construye un autémata como en el caso de U, salvo que
Definimos D = (Q, ¥, 4, s, F) donde FoFuF
=M X F.
Q = QxQ
s = (; s )2 Complemento i
T SeaA=(Q,%,0,s F)unDFA.SeaA=(Q,%,4,s, Q— F). Claramente
F = (O1XF2)U(F1X02)
6((q1: ), @) = (01(g1, @), 62(q, @) L(A) =%" = L(A).

Se puede demostrar por induccién en a que

a € L(D) sii a € L(Dy) obien a € L(D»).
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Cerradura bajo concatenacion y estrella de Kleene Definiciones alternativas de lenguajes regulares

Sean A= (Qqu, X, 94,54 Fa) y B=(Qs, X, d, S5, F5) dos DFA. El autémata
C=(Qc X, Ac, Sc, F¢) se construye de la siguiente forma:

Q = QaUQs Existen otras formas de definir los lenguajes regulares:
Sc = {sa} @ Expresiones regulares
Fc = Fs @ Patrones

A(g.a) = {da(g.a)}  sige Qq @ Gramaticas lineales

A(g.a) = {dg(g.a)} sigeQs

A(g.e) = {sg} siq € Fy

C es un NFA-e tal que L(C) = L(A)L(B). Para construir A’ tal que
L(A") = L(A)*, se ahaden transiciones-e de los estados en F4 a sy.
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Expresiones regulares Ejemplos

Los nuimeros naturales en notacion decimal:

Las expresiones regulares son una forma muy compacta de definir
lenguajes. El lenguaje generado por la expresion « es L(«). He aqui una
definicion inductiva:

@ Sia € X entonces a es una expresion regulary L(a) = {a}.

0+((1+2+3+4+5+6+7+8+9)-(0+1+2+3+4+5+6+7+8+9)")

Las férmulas atémicas del calculo proposicional:

@ (y € son expresiones regulares con L(@) = 0y L(€) = {e} (p+q+r)+((p+g+r)-N)

@ Las expresiones regulares « y 3 generan las expresiones y lenguajes: donde N se refiere a la expresion del ejemplo anterior,
at+p Ka+p) = La)UL(E) Las cadenas del alfabeto {a, b, ¢} con al menos una aparicién de cada una
o-f La-p) = La)L(B) de las tres letras:
a* Lle*) = L)

(AaAbAcA)+(AaAcAbA)+(AbAaAcA)+(AcAaAbA)+(AcAbAaA)+(AbAcAaA)
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Patrones

Las cadenas que contienen apariciones de a, by ¢, en ese orden, pero no

Los patrones son otra forma muy comun. También se definen . .
necesariamente consecutivas:

inductivamente:
@ a, 0y e soniguales que en las expresiones regulares
@ #,conl(#)=X
@ @conl(@)=x"
@ Los patrones oy 3 generan los patrones y lenguajes:

@a@b@ce@

Las cadenas del alfabeto {a, b, ¢} salvo las que son repeticiones
consecutivas de la cadena abc:

at+f Lla+B) = Lla)ULp) ~((abe)").

ang Llanp) = La)nL(B)

af LlaB) = L(a)L(B) Cualquier simbolo del alfabeto seguido de cualquier cadena menos las
~a L(~a) = T*—L(a) repeticiones consecutivas de ab o cd:

a* Lle*) = Lla)*

ot L(a*) = L(a) # ~((ab)" + (cd)").
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Gramaticas lineales

Recordatorio. Una gramatica es G = (¥,T, S, —). @ Lagramética Gy = ({0,...9},{S, N}, S, —) con reglas de

. . produccion
Sean A, B € I'y o € X*. Sitodas las reglas de G tienen una de las

siguientes dos formas S — O0|IN|2N|---|9N

N — ON[IN|...9N|e,

A— aB 0 bien A=«

genera los nimeros naturales en notacion decimal.

@ Lagramadtica Gp = ({p,q,1,0,...9},{S,S,N}, S, —) con las
siguientes reglas adicionales a las del ejemplo anterior:

se trata de una gramatica lineal por la derecha.
Si todas las reglas de G son de alguna de las dos formas

A—Ba obien A= a S — plq|r|pS|aqS|rS

es una gramatica lineal por la izquierda. genera las férmulas atémicas del célculo de proposiciones.
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Equivalencia entre patrones y expresiones regulares |

Para todo patrén «, existe una expresion regular 3 tal que L(«) = L(B).
Demostracién. Por induccion en c.

Primero los casos basicos: a, €, 0, #y @. Los tres primeros tienen

expresiones regulares equivalentes obvias.

Encuanto#y @,si X = {cy,...,Cn}, entonces
L#)=Ller+---+cn) vy L(@)=L((cr+--+cm)")

Hipdtesis inductiva. Supongamos que dados los patrones «v y 3, existen

expresiones regulares v y 7 tales que

L(8) = L(n)
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Equivalencia entre expresiones regulares y automatas

Para toda expresion regular «, existe un autdmata finito A tal que
L(a) = L(A).
La demostracion se hara por induccion en c.

Casos bdsicos. Para las expresiones a, € y (), se tienen los siguientes

00 © O

Casos inductivos. Ya se estudié como construir autdmatas que acepten la
union, la concatenacion y la estrella de Kleene de lenguajes regulares.
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Equivalencia entre patrones y expresiones regulares |I

Procedemos a probar los casos inductivos con los operadores +,
concatenacion, *, * Ny ~.

Los tres primeros son obvios, pues también se encuentran presentes en las
expresiones regulares.

En cuanto a *, basta observar que o es equivalente a ccar™.

La prueba del patron ~« se deja pendiente.

Finalmente, el patrén oo N /3 es equivalente al patrén ~(~a+ ~ (), el cual
queda cubierto por los casos anteriores.

Nota. La afirmacidn inversa es trivialmente cierta.
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Equivalencia entre automatas y expresiones regulares |

SeaN=(QX,ASF)eNFAysean X C Qyp, g € Q. Definiremos una
expresion regular oy, tal que

L(oz;,(q) ={B | g € A*({p}, 3) y el camino pasa sélo por estados en X}.

Por induccion en X. Sean ay, . . . a, todos los simbolos de X tales que

q € A(p, &)
Sip7q
of {a1+~-+ak 1<k
Pz 0 k=0
Sip=gq
a@_{a1+ +a+e 1<k
A= € k=0
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Sea G= (%, T, S, —) una gramética lineal por la derecha. Sea N € NFA-¢
el siguiente autémata:
SiXF(,seare X

Q = {[o]|3Ver.v—=Batu {9}
X = o X (X k), A([Vle) = {lo]|V—a} siVel
A([aa),a) = {[o]} siac X Nae X ULl
Finalmente, si S1,...,8, € Sy fi,...,fn» € F, entonces {[s]} = estado inicial
{[e]} = estado final.
n m
— Q
LN =LY Y ad) Entonces )
i=t j=t [a] € A*([S],7) sii S = nV = nba,
si@V—0ayy=nfod)a=Syy=e
Demostracidn. Induccion en =*. A partir de este resultado, es claro que
L(N) = L(G).
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Equivalencia entre gramaticas lineales y automatas |I

Sea G = ({0,1},{S, N}, S) una gramatica con las siguientes reglas de
produccién:

Alainversa, sea A= (Q,%, 9,5, F) € DFA.Sea G = (¥, Q, s, —) una S—0[1N N—ONJ1IN|e
gramatica con producciones de la forma El automata respectivo es

qg—ar si o6(gqa)=r
g—a si d(qa)eF

Entonces
(g ) =r  sii q=gar
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El lenguaje {a"b"} no es regular. Supongamos que lo es y que Aes un

autémata determinista con k estados y L(A) = {a"b"}.

Sea la cadena a™b™, con m > k. Durante su lectura, el autémata debe

haber pasado al menos dos veces por un mismo estado (hay menos estados Pero

que copias de a). i+jp+r#m,

Sea g este estado repetido. Entonces: salvo en el caso en que p = 1. Por tanto, aunque a'@pa’b™ € L(A),

5*(3’ al) = 4q i<m 4aPa pm ¢ {anbn}’
0"(g,d) = ¢ j#0
6*(q,ab™) = feF i+j+r=m. lo cual es una contradiccion. En conclusion, este lenguaje no es regular.
Como A es determinista, tenemos que para toda p € N
0"(g.@") = ¢
y en consecuencia
5*(s,dadPa’b™) = feF
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El resultado anterior se puede generalizar con el siguiente Ejemplo 1. El lenguaje {22} no es regular. Supongamos que lo es y
A € DFA reconoce este lenguaje. Sea k el numero de estados de Ay sea m

Teorema. Sea L un lenguaje regular. Entonces, 3k € Ntal que tal que 2™ > k. El teorema del bombeo nos dice que 3, 6, ¢ tales que

Va, 8,y € L*, s
2m i ;
& =anb¢y e L(A)  VieN.
apyel y  k<|B) nd'¢y € L(4)

Como 6 # ¢, la afirmacién anterior quiere decir que
entonces dn, 6, ¢ € ¥ * tales que 7€ a a

B =nbgo y 0Fe y anf'¢y e L VieN. ol + | +110] + @] + ||

La demostracion generaliza el argumento del ejemplo anterior, en el que
a=¢p=a"n=4ad,0=4a,p=ayy=b".

siempre es una potencia de 2, lo cual es obviamente falso. Por tanto, A no
puede existiry {&*"} no es regular.
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Sea L un lenguaje regulary sea A € DFA tal que L(A) = L, con
A=(Q,%,4,s, F)y sin estados inaccesibles. Definiremos una relacién de

#a() = el nimero de apariciones de a en . equivalencia en -

Ejemplo 2. Sean o« € ¥* y a € ¥.. Definimos

Entonces a=pf  sii 6(s,a) =07(s, B).

{a € {a b}" | #a(a) = #b(a)}

no es regular. La demostracion en este caso es indirecta:

@ Ellenguaje {a*b*} es regular. @ Es una congruencia por la derecha:

Q {a'v*}n{a e {ab}” | #a(e) = #b(a)} = {a"D"}.
© Los lenguajes regulares son cerrados bajo N.

© Portanto, {« € {a b}* | #a(«) = #b(r)} no puede ser regular. @ Es una afinacion de L:

La relacion =4 tiene las siguientes propiedades:

a =40 implica que od =4 pa.

a=4p implica que a€lsipel
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© Tiene indice finito, es decir, induce un niimero finito de clases de

equivalencia. - , . .
q Sea L C ¥*. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

Una relacion que cumple con 1-3 es una relacion de Myhill-Nerode. @ Lesregular.
Sea ahora R C X* un lenguaje arbitrario. La relacién de equivalencia

_ € T* x T se define de esta forma: @ Existe una relacion de Myhill-Nerode en L.

@ Larelacion =, tiene indice finito.
a =g sii Vv € X*.ay € Rsii gy € R.
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Ejemplo

El conjunto L = {&?"} no es regular. Se demostrara utilizando el teorema
anterior. Considérense las clases de equivalencia:

a= 8 si Vk.ad e lLsipa el

Pero ad*, 3a* € Lsii |a| + k = | 3| + k = 2", para alguna n € N. En pocas
palabras, por cada valor de k hay una clase de equivalencia distinta, i.e., =
no tiene indice finito.
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