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Resumen

Se presenta una prueba de completud refuta-
cional de la combinaciéon de la regla de para-
modulacién con RFP-resolucién para la logica
clausular con igualdad.

1 Introduccién

El manejo de la igualdad dentro del razonamiento au-
tomatico ha sido y continua siendo un gran reto, actual-
mente una de las reglas mas poderosas para manejar la
igualdad es la paramodulacion, que en combinacién con
la regla de resolucion de Alan Robinson, o alguno de sus
refinamientos, proporciona completud refutacional para
la légica clausular con igualdad.

En 1969 Larry Wos y George Robinson presentaron la
paramodulacién ([Wos y Robinson, 1969]) y un afio des-
pués probaron la completud de paramodulacién con re-
solucién ([Wos y Robinson, 1970]), sin embargo dicha
prueba estd condicionada a tener que agregar al con-
junto original de clausulas, aquellas llamadas aziomas
funcionales reflexivos, que son las clausulas de la forma
f(z1,...,2n) = f(x1,...,2,) para cada simbolo de
funcién n-ario f, del lenguaje en uso.

En 1975, Brand eliminé esta condicién ([Brand, 1975])
mediante el llamado método de modificacion, sin em-
bargo su manera de probar la completud incluye ciertas
restricciones en la manera de aplicar la resolucién, res-
tricciones que resultan artificiales en el sentido de que
utilizan el concepto particular de socio, el cual se ex-
plicara mas adelante. Lo que se hace en este trabajo es
utilizar, en lugar de dichas reglas particulares, la regla de
RFP-resolucion que sirve de base para la regla de hiper-
resolucion que resulta ser una macroinferencia de gran
utilidad en programas de razonamiento automatico.

2  ;Por qué otra prueba de completud?

Desde la prueba de completud presentada en [Brand,
1975] han aparecido otras pruebas de completud de re-
solucién y paramodulacién, una breve historia puede ha-
llarse en [Plaisted, 1994]. La prueba que presento en

este articulo resulta ser un caso particular de la prueba
de [Bachmair et al., 1995]. La pregunta que surge de in-
mediato es jpor qué tiene interés esta prueba de comple-
tud? si bien esta prueba no es novedosa para el &mbito
de la investigacién, la importancia y valor que le doy
es la de simplicidad, respecto al nivel de conocimientos
necesarios para entenderla. El lector sélo necesita cono-
cer, a parte de la légica bésica involucrada, la regla de
resolucién.

La importancia de la paramodulacién dentro del razona-
miento automatico obliga a comprender correctamente,
desde las primeras etapas de estudio, su funcionamiento
y la completud refutacional que proporciona al combi-
narse con resolucién. Considero que este articulo es un
buen punto de partida para lograr tal objetivo.

Las pruebas mas recientes, aunque utilizan métodos méas
eficientes, también se sirven de un nivel mas avanzado de
conocimientos para su desarrollo. Por ejemplo, las prue-
bas de [Bachmair et al., 1995; Peterson, 1983], utilizan el
concepto de orden de terminacion y drboles semdnticos,
en contraste la prueba que presento es esencialmente
sintactica. Otras pruebas necesitan conceptos més com-
plicados como la de [Hsiang y Rusinowitch, 1991] que se
desarrolla mediante drboles semdnticos transfinitos.
Para una visién general de demostracién automédtica
basada en paramodulacién véase [Nieuwenhuis y Rubio,
1999].

3 Preliminares

Se supone un conocimiento de la légica clausular con
igualdad, en particular se deben conocer la regla de re-
solucion con factorizacién, los conceptos de variante, fac-
tor, unificador més general (umg), el concepto de equi-
satisfacibilidad (~q4¢), las nociones de cldusula positiva,
negativa, el conjunto V(C) de variables de una cldusula
C'y el conjunto de instancias cerradas de un conjunto de
cldusulas S, denotado IC(S).

Con A denotamos a la siguiente forma débil del axioma
de transitividad: x #yVz # zVy = z, O es la cldusula
vacia mientras que = denota a la igualdad en la meta-
teoria.

El fin de una demostracion se denota con “—”.



Cualquier duda puede aclararse en [Amor y Miranda,
1998; Miranda, 1999)].

Definicién 3.1 Si C es una cldusula de la forma C; V
Cy tal que Cy es positiva y Cy es negativa, (alguna o
ambas podrian ser O) entonces decimos que C estd en
PN-forma. Cy (C2) se llama la parte positiva (negativa)
de C.

3.1 RFP-Resolucion

La regla de RFP-resolucién es una forma especial de re-
solucién que condiciona la forma en que ésta puede ope-
rar.

Definicién 3.2 Sean C, D dos PN-cldusulas tal que D
es positiva y C es de la forma C’ V —~Q donde @ es un
4tomo. Sea D’ una variante de un factor de D tal que
V(D)YNV(C)=0y D' = DV PV Dy donde P es un
atomo. Supongase que {P,Q} es unificable mediante el
umg o. Entonces (D1 V Dy V C")o es un RFP-resolvente
(Restriccién a Factores Positivos) de C'y D.

Obsérvese que cada RFP-resolvente es también un re-
solvente ordinario en PN-forma (resolviendo D desde la
izquierda). La factorizacién esta restringida a cldusulas
positivas y la regla de resolucién solo puede aplicarse a
la literal que estd més a la derecha en la clausula no
positiva.

Ejemplo 3.1 Sea S = {C1,(C5,C5,C4} donde C; =
P(z)V P(y),Ce = P(x)V-R(z),Cs = ~R(z) V-R(y) V
-P(x),Cy = R(D).

Los resolventes ~R(z) V = R(y) y P(v) V-R(z) V ~R(y)
son RFP-resolventes de C y Cs.
—R(x)V-R(u)V-R(v) es un resolvente de Cy y Cs pero
no es un RFP-resolvente, puesto que ni Cy ni C3 son
positivas.

—R(x) es un resolvente de Cy y C3, pero no es un RFP-
resolvente, pues se ha aplicado la factorizacién a una
cldusula no positiva.

—P(b) es un resolvente de C3 y Cy pero no es un RFP-
resolvente puesto que la literal eliminada en la clausula
no positiva no es la que estd mas a la derecha. Obsérvese
que no hay RFP-resolventes de C3 y Cj.

Teorema 3.1 (Completud de la RFP-Resolucién)
51 S es un conjunto no satisfacible de cldusulas entonces
existe una refutacion de S mediante RFP-resolucion.

Demostracion:
La prueba se basa en técnicas de levantamiento (lifting)
y es consecuencia de diversos resultados de [Miranda,
1999] 4

3.2 Paramodulacién

Paramodulacién es una generalizacion de la regla de sus-
titucién de iguales en el sentido de que combina en un
solo paso la busqueda de una sustitucion que permite
un reemplazo de igualdad con el reemplazo en si mismo.
Mientras otras reglas de inferencia tienen como princi-
pal actor a las literales, la paramodulacién es una regla

orientada hacia los términos.
La regla de paramodulacién es la siguiente:
u=vVC Dls]
(CV D))o

donde la mnotacién D[s] distingue una presencia del
término s en la cldusula D y o es un umg de {s,u}. Den-
tro de las premisas la clausula con la igualdad se llama
cldusula origen o “desde” y la otra se llama cldusula des-
tino o “hacia”; la conclusién se llama paramodulante.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.2

a=bVv R(b) Pa)VQ(D)
R(b) VvV P(b) vV Q(b)

en este caso el término distinguido es a y el unificador
es o =0.

Ejemplo 3.3

flg(b)) = a Vv R(g(c)) Plg(f(x))) v Qx)
R(g(c)) Vv P(g(a)) vV Q(g(b))

V
aqui el término distinguido es f(x) y el unificador es
o ={z/g(b)}.
Ejemplo 3.4 Mediante el umg o = {z/9(y), z/h(9(y))}
se tiene la siguiente instancia de paramodulacion

Qg(a)) v f(h(z2),2) = g(2)

—P(f(z,9(y)) Vv k(x,9(y)) = h(y)
Q(g(a)) V—=P(g(g(y))) vV k(h(g(y)),9(y)) = h(y)

La razoén por la que se necesitan los axiomas funcionales
reflexivos en la prueba de completud de [Wos y Robinson,
1970] es su importancia en las técnicas de levantamiento
(lifting) involucradas en ella. Como ejemplo considere-
mos la siguiente instancia de paramodulacion:

a=b f(fla)=c
ff0) =c

aqui la segunda premisa es instancia de la clausula
f(z) = ¢ mediante la sustitucién {z/f(a)}. No obs-
tante, no se pueden generar paramodulantes a partir de
a =0by f(x) = ¢, de manera que el paramodulante
f(f(b)) = ¢ pueda levantarse, es decir, pueda obtenerse
mediante una sustitucién. El problema radica en que se
reemplazé un subtérmino de la cldusula instanciada, a
saber, el término f(a).

Los axiomas funcionales reflexivos permiten instanciar
mas clausulas, por ejemplo, paramodulando hacia x, con
{z/a}, tenemos:




Enseguida se toma éste paramodulante como premisa y
con el umg {x/f(b)} se obtiene

f) = fla) flx)=c
f(f(a)) =c

Finalmente, paramodulando hacia la a de la segunda
premisa obtenemos

f(f(a) =c
(f(b)) =¢

Lo cual muestra que el levantamiento es posible.

a=">
f

3.3 El Método de Modificacién

Aqui presentamos las nociones y resultados indispensa-
bles para la prueba del teorema de completud, no se pre-
senta el método de modificacién en su totalidad. Lo que
debe quedar claro es que la base de todas las pruebas es
la 1égica sin igualdad, el predicado “=" es sdlo un predi-
cado binario sin ninguna propiedad particular, si bien se
construyen interpretaciones que simulan las propiedades
de la igualdad.

La nocién fundamental para el método de modificacién
es la de socio. La idea es la siguiente: “sacar” un término
t de una literal P(t) y hacerlo su socio mediante una
variable. Por ejemplo, la literal P(f(a)) se reemplaza
por f(a) # wV P(w), donde w es una variable nueva. A
f(a) # w se le llama socio de P(w). A cada literal se le
asocia un numero natural llamado el nivel, en el ejemplo
anterior el nivel de P(w) es 0 y el nivel de f(a) # w es
1. La literal f(a) # w se sigue procesando sacando el
término a, obteniéndose la cldusula a # u V f(u) # w
donde a # u es socio de f(u) # w y su nivel es 2. Una
literal se puede ver como un arbol, donde los nodos son
los socios y en la raiz figura el predicado original, con
esto en mente damos la siguiente definicién.

Definicién 3.3 Una cldusula aplanada C es un bosque
de literales tal que cada literal L que no es raiz tiene la
forma s # w, donde la variable w tiene exactamente otra
presencia en C en el predecesor inmediato K de L. En
tal situacion L es socio de K.

Obsérvese que los socios son clausulas negativas.

Definicién 3.4 A toda literal de una cldusula aplanada
se le asocia un nivel como sigue: las raices tienen nivel
0 y los socios de K tienen el nivel de K mas uno.

Definicién 3.5 Una clausula C estd en E-forma siy
sélo si todo término constante o compuesto que figura
en C lo hace tnicamente como argumento de = 6 de #.

Ejemplo 3.5 La cldusula C = f(c) =z Vg(z,y) =wV
y = z no estd en E-forma pues el término constante ¢ no
figura como argumento de igualdad sino como argumento
de un simbolo de funcién.

La siguiente modificacion es de gran importancia al
demostrar la completud.

Definicién 3.6 La E-modificacion, EMod(C) , de una
clausula C se define recursivamente como sigue:

o Si C estd en E-forma entonces EMod(C) = C.

e Sea s un término constante o compuesto que figura
en C' pero no como argumento de = y sea C’
obtenida a partir de C' reemplazando L[s] por s #
w V Llw] donde w es una variable nueva. Entonces
EMod(C) = EMod(C").

Es facil comprobar que toda E-modificacion esta en E-
forma y que C ~gzq EMod(C). Ademds obsérvese que
es posible recuperar la clausula C, al resolver todos los
socios de EMod(C) con x = x.

Ejemplo 3.6 Si C = Pf(a,gz)V f(z,y) = gla) y D =
Q(ha, gb, z) V ga = hb, entonces
EMod(C)=a#uVgr#ovV f(u,v) #wV PwVa#
zV f(z,y) =gz vy

EMod(D) =a #vV hv#uV b#yV gy #wV
Qu,w, )V a# 2V b£x1V gz = hxy.

Ahora presentamos algunos conceptos seméanticos nece-
sarios para la prueba de completud.

Definicién 3.7 Una S-interpretacion es una asignacion
de valores (verdadero o falso) a cada literal cerrada, la
cual interpreta a la igualdad de manera simétrica, es
decir, s =t y t = s tienen el mismo valor de verdad.

Definicién 3.8 Una S-interpretacién M es un S-modelo
para un conjunto de cldusulas S si y sélo si M es un
modelo de IC(S).

Resulta adecuado observar que S tiene un S-modelo si
y sblo si SU{z # y Vy = z} tiene un modelo.

Definiciéon 3.9 Sea M una S-interpretaciéon. Una FE-
inconsistencia c.r.a.l s = t en M es un par de lite-
rales (L[s],—L[t]) que son verdaderas en M. Una E-
inconsistencia en M es una terna (s = t, L[s], —L[t]) tal
que s = t es verdadera en M y (L[s],~L[t]) es una E-
inconsistencia c.r.a. s = t. M es F-consistente c.r.a.
s =t si no contiene E-inconsistencias c.r.a. s =t. M es
FE-consistente si no tiene E-inconsistencias.

Definiciéon 3.10 Una S-interpretacién M es un E-mo-
delo para S siy s6lo si M es un S-modelo para SU {x =
x} y M es E-consistente.

Recuérdese el axioma A, definido al inicio de la seccién
3.

Teorema 3.2 Si S es un conjunto satisfacible de cldu-
sulas en E-forma tal que A,x = x € S, entonces S tiene
un E-modelo.

Demostracion:
Véase [Miranda, 1999). 5

El uso del axioma A es de gran importancia en la prueba

lc.r.a. abrevia “con respecto a”.



del teorema anterior, sin embargo es posible eliminar su
uso mediante cierta transformacién, como lo garantiza
la proposicion 3.1 que se enuncia mas adelante.

Definicién 3.11 Una clausula C' esta en T-forma si
sucede lo siguiente: cada igualdad que figura en C es
de la forma s = w donde w es una variable, C' contiene
también una literal ¢ # w y éstas son las tnicas presen-
cias de w en C.

Obsérvese que una clausula se transforma en T-forma
si cada una de sus igualdades s = t se sustituye por
s =w\Vt# w, donde w es una variable que no figuraba
en la clausula.

Ejemplo 3.7 Sean C, D las clausulas del ejemplo 3.6,
las T-formas de C'y D son respectivamente: P f(a,gz)V

flz,y) =wVga#wy Q(ha,gb,x)V ga=vV hb#v.

Definicién 3.12 Un conjunto de clausulas S estd en
ST-forma si cada clausula de S estd en T-forma y si
(t#wVs=w)VC) e S implica que (s # wVt =
w)v ') eS.

Obsérvese que para obtener un conjunto en ST-forma
cada igualdad s = t se sustituye por su T-forma s =
w Vit #wy se agrega la T-forma de la clausula corres-
pondiente a la igualdad invertida ¢t = s.

Ejemplo 3.8 Sea S = {C, D}, el conjunto de cldusulas
del ejemplo 3.6. La ST-forma de S es:

{ Pfla,g2)Vga#wV f(a,y) = w,
Pf(a,92) V f(z,y) #wV ga = w,
Q(ha,gb,x)V hb £ vV ga = v,
Q(ha,gb,z)Vga#vVhb=v }
La importancia de los conjuntos en ST-forma se halla
en la siguiente proposicién.
Proposiciéon 3.1 Si S es un conjunto de cldusulas en

ST-forma, entonces

SU{z=2a} ~su SU{A, z =2x}.

Demostracion:
Véase [Brand, 1975]. b

4 El Teorema de Completud

En esta seccién demostraremos el teorema de comple-
tud para la paramodulacién con RFP-resolucién sin los
axiomas funcionales reflexivos, si bien nos seguiremos
basando en [Brand, 1975, la incorporacién de la RFP-
resolucién es una aportacién nuestra que proporciona
mayor claridad que el tratamiento original.

La idea es transformar una refutacién del conjunto
S U {z = z}, obtenida con RFP-resolucién, en una

refutacion que sustituye en ciertos casos una aplicacién
de RFP-resolucién por una aplicaciéon de paramodu-
lacion.

Lema 4.1 (Miranda 1998)

Sea S un conjunto de cldusulas aplanadas. Si E es
un REP-resolvente de clausulas de S entonces E es
aplanada.

Demostracion:

Sean C = C'V—-Q y D' = D1V PV D5 tales que @, P son
4tomos unificables mediante el umg o, D’ es variante de
un factor de la clausula positiva D y C, D € S, ademas,
como C' debe estar en PN-forma, suponemos sin perder
generalidad que los socios de una literal figuran a su
derecha.

Queremos demostrar que el RFP-resolvente F = (D; V
Dy vV C")o estd aplanado. Puesto que D es positiva
y aplanada, su factor D’ no puede producir socios asi
que D’ permanece aplanada. Analicemos ahora al RFP-
resolvente E. Cada socio en E se obtiene aplicando o a
un socio de C’ (D no tiene socios pues es positiva); un
socio en C’ es por hipétesis de la forma s # w y para
que o mueva a w ésta tendria que figurar en una de las
literales sobre las que se resolvié pero esto no puede ser
pues tales literales no tienen socios, ya que la resolucién
solo se aplica a la clausula mas a la derecha en C. Por
lo tanto E es aplanada. —|

La siguiente definicién nos proporciona una correspon-
dencia univoca que asigna a cada literal de una clausula
aplanada cierta expresion mediante la cual podremos
transformar una derivacién dada.

Definicién 4.1 Sean C una cldusula aplanada y L una
literal de C', definimos recursivamente W(L) y L como

sigue:

Sean Li,...,L, todos los socios de L, digamos que
L, = s; #+ w;y L = Z[wl, ...,Wy]. Suponiendo
definida L; a partir de L; definimos L a partir de L
como L = L[W(L,),...,¥(L,)]. Finalmente, si L tiene
nivel cero entonces definimos W(L) = L y si L tiene nivel
mayor que cero entonces L es de la forma s # w y defi-
nimos ¥(L) = s.

En el caso que L no tenga socios entonces L=s#wy

definimos V(L) = s, L = L.
Por ultimo extendemos ¥ a cldusulas aplanadas como:

U(C) = \/{\II(ZNL) | L figura en C'y L tiene nivel cero}

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.1 Sea C = a # uV gz # vV f(u,v) #
wV PwVa#zV f(z,y) = gz. Obtenemos V(L) para
todas las literales de C":

1. ¥U(a # u) = a pues a # u no tiene socios.

2. ¥U(gx # v) = gx pues gz # v no tiene socios.



3. L = f(u,v) # w tiene como socios a a # u, gr # v
y tiene nivel mayor que cero, pues es socio de Pw.
Asi que L = (f(u,v) # w)[¥(a # u),¥(gx # v] =
(f(u,v) # w)la,gz] = f(a,gx) # w. Por lo tanto
V(f(u,v) #w) = f(a, gz).

4. L = U(Pw) tiene nivel cero, asi que Y(L) =
donde L = Pw|V(f(u,v) # w)] = Pwl[f(a,gx)]
Pf(a,gx). Por lo tanto ¥(Pw) = Pf(a,gx).

L,

5. U(a # z) = a pues a # z no tiene socios.

6. L = f(z,y) = gz tiene nivel cero. En este caso
L= (f(x,y) = 92)[¥(a # 2] = (f(z,y) = g2)[a] =
flz,y) = ga. Por lo tanto ¥(f(z,y) = gz) =
f(x,y) = ga.

La idea para la prueba de completud es reemplazar
cada aplicacién de RFP-resoluciéon, donde se resolvié
un socio de una cldusula aplanada, por una aplicacién
de paramodulaciéon cuyo paramodulante es el RFP-
resolvente.

Teorema 4.1 (Brand 1975, Completud de la Paramo-
dulacién).

Si S es un conjunto de cldusulas que no tiene E-modelo
entonces existe una refutacion de S U {x = x} que sélo
utiliza las reglas de RFP-resolucion y Paramodulacion.

Demostracion:
(Miranda 1998) Sea S = EMod(S). Por el teorema 3.2
el conjunto S U {A,z = z} es no satisfacible. Asi que,
por la proposicién 3.1, dado que cualquier clausula es
satisfaciblemente equivalente a su ST-forma, el conjunto
SU{z = x} es no satisfacible, por lo tanto el teorema 3.1
garantiza que SU {z = ac} tiene una refutaciéon mediante
RFP-resolucién. Sea A una refutacién de S U {z = z}
que utiliza Unicamente RFP-resolucion. Puesto que
SU{z = z} consiste de clausulas aplanadas, el lema
4.1 garantiza que A consta de cldusulas aplanadas.
A partir de A vamos a definir una refutacién A que
utiliza paramodulacién. Sea A = (C’l, ol dm), donde
C,, = O. Definimos A = (¥(C}),...,¥(C,,)). Ahora
falta definir las justificaciones de cada paso en la deriva-
cién A.
De la observacién que sigue a la definicién 3.6, se sigue
que si C € EMod(S) entonces \IJ(C') C. Asi que si
C; se justificaba como elemento de S en la refutacién A
entonces ¥(C;) se justifica como elemento de S en A.
Si Ci se obtuvo mediante RFP-resolucion de C’j, Ck en-
tonces hay dos casos:

1. Se resolvié un socio. Este caso corresponde a la
paramodulacién. La situacién es como sigue: C; =

éj/ VELw Vs #w, Ch=5=1V Ci y entonces
C; = (éjl V Lw] V Ci)o ,donde ¢ es umg de
{s’ = w,s =t}. Es decir, se aplicé RFP-resolucién

de la siguiente manera:

Las imagenes respectivas de C'j,ék,é’i son C; =
Ct VL[s'],Cr = s =tVCy, C; = (Cé VL[w] VC})o
de manera que el RFP-resolvente C; se mapea en
un paramodulante desde Cy, hacia C;. Como s'o =
so, wo = to la paramodulacién queda como sigue:

s=tVvC, C;V L[]
(CL ViV L[t)o

Supongamos que este caso se ha realizado exhausti-
vamente y pasemos al siguiente caso.

2. Se resolvié una literal L de nivel cero. Como ya no
hay socios tenemos W(L) = L y todo se justifica de
igual forma en A.

Finalmente, como A es una refutacién de SU{z = z} me-
diante RFP-resolucién y claramente ¥(0O) = O, entonces
A es una refutacién de & mediante RFP-resolucién y
Paramodulacién. -

5 Consecuencias Computacionales

La completud de paramodulacién con RFP-resolucién
tiene diversas consecuencias en el campo computacio-
nal, en particular puedo mencionar la completud de
diversas combinaciones y restricciones de paramodu-
lacién con hiperresoluciéon implementadas en el pro-
grama de razonamiento automatico OTTER. Mas re-
cientemente, en 1996, con ayuda de diversas estrate-
gias de paramodulacién (véase [McCune, 1997a)) se re-
solvié, por medio del programa de razonamiento au-
tomatico EQP, el problema de Robbins que habia per-
manecido abierto desde los afios treinta (véase [McCune,
1997b]). Ambos programas se encuentran disponibles en
http://www-unix.mcs.anl.gov/AR/.
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