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LA LOGICA PROPOSICIONAL DE SEGUNDO ORDEN

FAVIO EZEQUIEL MIRANDA PEREA

RESUMEN. En este articulo expositorio se presenta un panorama general de la
l6gica proposicional de segundo orden Prop2, la cual se obtiene al extender
la 16gica proposicional usual con un mecanismo de cuantificacién universal y
existencial sobre proposiciones. Tras dar una descripcién matematica concisa
tanto de la sintaxis como de las semdnticas cldsica e intuicionista, la exposicién
se centra en la relacién entre Prop2 y la l6gica de predicados de segundo orden,
asf como en ciertas aplicaciones relevantes para las Ciencias Computacionales.

1. INTRODUCCION

Cuando se habla de Légica Matematica, generalmente nos viene a la mente la l6gica
proposicional, donde no hay una representacién separada ni una distincién explicita entre
individuos y sus propiedades, o bien la 16gica de predicados de primer orden que incluye
términos para representar individuos, asi como predicados y cuantificacidon sobre estos. Si
hablamos de 16gica de segundo orden usualmente nos referimos a una extensién de la l6gica
de predicados de primer orden que permite cuantificacion sobre predicados y funciones. Por
ejemplo el principio de induccién para niimeros naturales se expresa en logica de predicados
de segundo orden mediante la férmula VR(Vx(Rx — Rsx) — (RO — VyRy)) donde x, y son
variables de primer orden cuyo dominio de interpretacion intencional es el conjunto de los
nimeros naturales, R es una variable de segundo orden, O es una constante de primer orden
y s es una constante de segundo orden o bien un simbolo de funcién.

Si bien la légica de predicados de segundo orden Pred2 es claramente mds expresiva
que la légica proposicional, en presencia de la cuantificacién de segundo orden muchas
caracteristicas de primer orden pierden importancia y diversas propiedades estructurales y de
expresividad de la 16gica pueden estudiarse en el fragmento proposicional, al cual llamamos
16gica proposicional de segundo orden, denotada Prop2. Esta 16gica se obtiene agregando
cuantificadores directamente a la 16gica proposicional, es decir, los cuantificadores operan
sobre variables proposicionales consideradas predicados de primer orden que reciben cero
argumentos, de aqui el calificativo “segundo orden”.

El propésito principal de este articulo es presentar de manera rigurosa la sintaxis y
semdntica de la l6gica proposicional de segundo orden para posteriormente enfatizar su
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poder expresivo asi como su relacién con la 16gica de predicados de segundo orden y su
relevancia en las Ciencias Computacionales.

La exposicidn se estructura como sigue: la seccion 2 se dedica a preliminares, presenta-
mos la l6gica proposicional usual utilizando un sistema de deduccién natural con contextos
de féormulas y haciendo énfasis en los sistemas minimal, intuicionista y cldsico obtenidos de
acuerdo a las propiedades postuladas de la negacién; ademds recordamos la semdntica clési-
cay presentamos con cierto detalle la semdntica intuicionista motivada por la interpretacién
intuitiva de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (BHK) que formalizamos mediante modelos de
Kripke. En la seccién 3 motivamos y definimos formalmente a la 16gica proposicional de
segundo orden Prop2 utilizando nuevamente sistemas de deduccién natural con contextos
para después, en la seccién 4, mostrar que la semdntica clasica es trivial, puesto que los
cuantificadores son definibles, y dedicarnos a la semdntica impredicativa intuicionista de
modelos completos de Kripke. Como ejemplo extendido mostramos a detalle la invalidez
intuicionista del llamado axioma de Gabbay. La seccién 5 se ocupa del fragmento Prop2 ™"
obtenido al considerar proposiciones que involucran tinicamente a la implicacién y al cuan-
tificador universal, el poder expresivo de este fragmento se pone en evidencia al desarrollar
definiciones para el resto de los conectivos, lo cual es imposible en la 16gica proposicional
intuicionista sin cuantificadores. Estas y otras definiciones se obtienen a partir de defini-
ciones intuitivas formalizadas en la l6gica de predicados de segundo orden y eliminando
posteriormente las referencias a objetos de primer orden, haciendo explicita asi una fuerte
relacién entre ambas l6gicas la cual se discute en la seccién 6. La relevancia de Prop2
en las Ciencias Computacionales se manifiesta en la secciéon 7 mediante el desarrollo de
definiciones de tipos de datos inductivos y abstractos. Finalmente en la seccién 8 ofrecemos
algunos comentarios finales para el lector interesado en profundizar en estos temas.

2. PRELIMINARES

Los conceptos presentados en esta seccidn, si bien se suponen conocidos, se desarrollan
hasta cierto punto para recordar, fijar la notacién y hacer autocontenida la exposicion. Sin
embargo cualquier concepto utilizado y no definido aqui debe consultarse por ejemplo en
[16, 2]

2.1. Acerca del orden. En la descripcion de sistemas légicos el concepto de orden se
refiere a una clasificacién de las variables para distinguir sobre cuales se permite cuantificar.
En el caso de la 16gica de predicados de primer orden, el nombre indica que la cuantificacion
se permite sobre variables que denotan individuos, las cuales se llaman variables de primer
orden. Como ejemplo tenemos la férmula Vx(Px — Pfx) donde P es un simbolo de
predicado de indice uno y f un simbolo de funcién también de indice uno definidos en una
signatura dada, aunque también podemos considerar a Py a f como variables que representen
predicados o funciones, las cuales reciben objetos de primer orden como argumentos. De
esta forma dichas variables son llamadas de segundo orden y si permitimos la cuantificacién
sobre ellas obtenemos la 16gica de predicados de segundo orden que admite por ejemplo a
la férmula VPV fVx(Px — Pfx). Ahora bien, si consideramos que las proposiciones no son
mds que predicados que reciben cero argumentos entonces las variables proposicionales son
variables de segundo orden, de manera que si admitimos cuantificarlas obtenemos nuestro
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objeto de estudio, la légica proposicional de segundo orden habitada por férmulas como
Vp(p — p).

El lector tal vez se pregunte en este momento cual es el orden de la l6gica proposicio-
nal usual, es decir, la 16gica proposicional sin cuantificadores. Al no haber cuantificacién
explicita puede considerarse una légica de orden cero, aunque también se conoce como
16gica proposicional de primer orden debido a que tanto los objetos de primer orden como
la cuantificacion sobre estos figura implicitamente en el significado dado a una variable
proposicional en el lenguaje natural. Sin embargo, es mds comiin hablar simplemente de
16gica proposicional sin otorgarle un calificativo de orden. Un estudio matemdtico formal de
16gicas de diversos d6rdenes tanto de predicados como de proposiciones se ha desarrollado
en [4].

2.2. Sintaxis de la légica proposicional. Presentamos la 16gica proposicional usual me-
diante un sistema de deduccion natural con hipétesis localizadas, es decir, con contextos de
férmulas.

Definiciéon 2.1. Sea VProp = {p,q,r,...} un conjunto infinito numerable de variables
proposicionales. El conjunto de formulas de la 16gica proposicional es el minimo conjunto
FProp tal que:

= VProp C FProp.
= | € FProp.
» SiA, B € FProp entonces (A — B), (A V B), (A A B) € FProp.

Se observan las siguientes convenciones:

= Como es usual se omiten los paréntesis mds externos y se define A < B =45 (A —
B)A (B — A).

= Laimplicacién se asocia a la derecha, es decir, A — B — C significaA — (B — C).

= La precedencia de operadores de mayor a menor es A, V, — sin distincién entre A 'y
V. De manera que p V r — ¢ significa ((p vV r) — q).

= Larelacion de equivalencia lgica se denota con =. Por ejemplo A V B = BV A.

Obsérvese que la negacion no esta presente en nuestra definicién de férmulas, su inclusién
se hard mas adelante.

La nocién de sustitucién, que en este caso no es mas que una operacioén de sustitucioén
textual puramente mecdnica serd de importancia més adelante.

Definicion 2.2. La sustitucion de una variable proposicional p por la férmula B en la férmula
A, denotada A[p := B] se define recursivamente como sigue:

» plp:=B|=B, qlp:=B]=¢q
» l[p:=B=1

" (A—C)[p:=B]=Alp:=B] - C[p:=B]
= (ANC)[p:=B]=Alp:=B]AC|p:= B]
« (AVO)[p:=B] = Alp = B| v Clp:= B]

Definicién 2.3. Un contexto es un conjunto de féormulas I' = {A,..., A, }.
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En el manejo de contextos convenimos en omitir las llaves de conjunto asi como la
operacién de unién escribiendo I, Aen vezde TUA y I', A en vez de I’ U {A}. Mas atn, en
un contexto de la forma I', A suponemos que A no figuraen I'.

Definicion 2.4. Un secuente es una expresion de la forma I' - A donde I" es un contexto y
A es una férmula. En particular el secuente - A significa & - A.

El secuente I' - A expresa la relacion de derivabilidad de la férmula A a partir de las
hipétesis dadas en I'. Esta relacién se define formalmente mediante las siguientes reglas de
inferencia entre secuentes.

Definicion 2.5. La relacion de derivabilidad T - A se define recursivamente como sigue:
= Regla de inicio:

Fara P
= Implicacién:
IAFB (= 1) I'HA—B F}—A(_)E)
'FA—B '-B
= Conjuncidn:
'r-A I'kB I'FAAB I'FAAB

rrars M Tra WE TP
= Disyuncién
r-A I'+-B

FFAVB(WD FFAVB(WD
CTFAVB T,A-C FﬁFC(WD
TFC

Una derivacién de un secuente particular se define como sigue:

Definicion 2.6. Una derivacion del secuente I' - A es una sucesion finita de secuentes
ri-A,..., T, F A, tal que:
= T; - A; es instancia de la regla (Hip) 6
= I, - A; es conclusién de alguna regla de inferencia tal que las premisas necesarias
figuran antes en la sucesion.
= ' A es el dltimo elemento de la sucesion.

Obsérvese que a cada conectivo le corresponden reglas que lo introducen, denotadas con
1, asi como reglas que lo eliminan, denotadas con E. Esta simetria o dualidad en las reglas
es de gran importancia y proporciona un determinismo en la relacién de derivabilidad. Cada
formula compuesta puede ser derivada usando una unica regla de introduccién. Asi mismo,
la informacién de cada férmula compuesta puede ser utilizada para derivar otras férmulas
mediante una dnica regla de eliminacidn.

Las siguientes propiedades estructurales son de importancia.

Proposicion 2.7. Las reglas de inferencia
A (Mon.) I'-A
— (Mon.
IBFA I'lp:=B]+ A[p := B]

(Sust.)
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son derivables. En el caso de la regla (Sust), siT' = {Ay,...,A,} entonces TU[p := B] =4,f
{Ai[p :=B],...,A,]p .= B]}.

Demostracion. Induccion sobre . O

A continuacién nos ocupamos de la negacion.

2.3. La negaciéon. En la presencia de L no es necesario agregar a la negacién como un
conectivo independiente sino que esta operacion puede definirse como

—-A —def A— L.

De acuerdo a las reglas de inferencia que se postulen para su manejo existen tres sistemas
16gicos distintos:

» [6gica Minimal: no hay reglas de inferencia para la negacién ni para L. En un
sistema minimal la negacién — y la constante | pueden estar presentes pero no tienen
propiedades especificas. En particular probar - L no implica la inconsistencia del
sistema.

» Ldgica Intuicionista o Constructiva: se obtiene al agregar a la 16gica minimal la
siguiente regla:

k1 \E
'FA (LE)
conocida también como ex-falso-quodlibet.

= Logica Clasica: en este caso la negaciéon — puede considerarse nuevamente como
abreviatura o como un conectivo nuevo regido por la regla del tercero excluido:

F'FAV-A (TE)
o equivalentemente por alguna de las siguientes reglas:
e FEliminacién de la doble negacién (negacién clésica):
'k--A
— (70
'FA
e Regla de prueba por contradiccion o reduccién al absurdo:
L-AF L
'HA

Obsérvese que laregla (T E) permite derivar el secuente - A V —A situacién imposible de
motivar en el &mbito constructivo. Esta situacion rompe con la simetria dada por las reglas
de introduccién y eliminacién de los conectivos dadas en la definicion (2.5). Mds ain, en
la 16gica clésica podemos obtener disyunciones por medio de una regla distinta a la regla
de introduccién de la disyuncién, a saber mediante el tercero excluido. De esta manera se
destruye el determinismo de la relacién de derivabilidad.

Dado que centraremos nuestro interés en la 16gica intuicionista, reservamos el simbolo
I para este sistema, utilizando . para la logica cldsica y t-,, para la 16gica minimal. De las
definiciones es claro que el sistema intuicionista es una extension conservativa del minimal
y el clasico del intuicionista. Es decir, I -,, A implica I' - A, que a su vez implica I" -, A.
Sin embargo ninguna de las afirmaciones reciprocas es valida en general.

(—RAA)
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La siguiente proposicidn proporciona diversos ejemplos de férmulas derivables en los
tres sistemas.

Proposicion 2.8. Los siguientes secuentes son derivables:

n b, A— A

" by (A V -A)

"+, (A—B)—(A— —-B)— A

. b —(AA—A)

s by (A= A) - A

" by AN-B— (A — B)

sk, (A—-A) — -A

" b, (A— B) = (WB— —A)

= b, (A— —B) < (B— —A)

by —(AVB) < —AA-B

" by "AV -B — =(AAB)

= FA—-A—B

= FAVB—-A—B

= --AVB—A—B

" FAV-A - —A— A

n A —- A A

= FA— (B~ —-AVB)

. oA A

" . (A—B)— -B— A

u I—C—|(A/\B)<—>_\A\/_\B
F.(A— B)«— -AVB

" . (A— B)V(B—A)
F.(A—=B)—A)— A

Demostracion. Probamos sé6lo algunos incisos, dejando los restantes como ejercicio.
= I, A — ——A. Basta mostrar que A,A — 1+ 1.
1. AA—1FA Hip)

(
2. AJLA— LFA— L (Hip)
E

3. AA— L1 (= E) 1,2

= b, -—(AV —A). Basta derivar AV -A — L b, L.

I. AV-A— L, AFA (Hip)
2. AV-A— 1, AFAV-A (VI) 1
3. AV-A— L, AFAV-A— L (Hip)
4, AV-A— 1L AF_L (—>E)
5. AV-A— 1+FA— L1 (—1)4
6. AV-A— 1LFAV-A (VI) 5
7. AV-A— 1L+ L (— E) 3,6

= b, =(AV B) — —A A —B. Hay que mostrar ambas implicaciones:
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et, -(AVB) — -AA—B.Bastamostrar AVB — 1,AF, LYyAVB —

L,Bb, L.
1. AVB— 1,AFA (Hip)
2. AVB— 1,A-AVB (Vi) 1
3. AVB— 1,A-rAVB— 1 (Hip)
4. AVB— 1L, A+ 1L (— E)2,3

la derivacion faltante es andloga.
e I, "AAN—B — —(AV B). Basta mostrar A A =B,AV B+ L.

-AAN-B,AVBFAVB (
-AAN-B,AVB,AF-AN-B (
-AAN-B,AVB,AFA (
-ANAN-B,AV B,AF -A (
-AN-B,AVBAF L (
-AAN-B,AVB,BF-AN-B (
-AAN-B,AV B,B+ B (
-AAN-B,AV B,B+ —B (
-AAN-B,AVB,BF L (
-AAN-B,AVBF L (

SOV E W=

= WAV B — A — B.Bastamostrar m1AV B,A+ B

. ~AVB,AF-AVB (

2. -AVBA-AFA

3. —AVB,A-AF-A (Hip

4. -AVBA,-AF L (—>E)2,3
5. ~AVBA-AFB |

6. -AVB,A,B+B (

7. -AVB,AFB (

I. AV-A,———AFAV-A (Hlp)

2. AV-A--AAFA (Hip)

3. AV-A-—-A-AF-A (Hip)

4. AV -A,~~A-AF —-=A (Hip)

5. AV-A,--A-AFL  (—E)3,4
6. AV-A,——-A,-AFA  (LE)S

7. AV-A,——AFA (\/E) 1,2,6

= . -—A < A. La parte - A — ——A ya fue probada. Basta probar entonces
F ——=A — A, es decir, =—A F A. Pero esto es inmediato por la regla (—C)

= k. =(A A B) < —AV —B. La parte “«” es vdlida minimalmente. Basta probar
—-(AAB) k. —AV —B.
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1. =(AAB)FAV-A (TE)

2. —(AAB),A+BV-B (TE)

3. —(AAB),ABFA (Hip)

4. -(AAB),A,B-B (Hip)

5. -(AAB),A,BFAAB (A) 3,4
6. —=(AAB),A,BF—(AAB) (Hip)
7. —(AAB).A,B+ L (— E) 5,6
8. —(AAB),A,BF-AV-B (LE)7
9. —(AAB),A,~BF —B (Hip)

10. —(AAB),A,~BF-AV-B (VI)9
11. ~(AAB),AF-AV B (VE) 2,8,10
12. ~(AAB),-AF —-A (Hip)

13. ~(AAB),-AF-AV-B (V)12

14. —=(AAB)F —-AV -B (VE) 1,11,13

» k. ((A — B) — A) — A. Por la ley de contrapositiva basta mostrar =A . —((A —
B) — A). Por otra parte, por un inciso anterior se tiene A A =B I, =(A — B), por
lo que basta mostrar —A -, (A — B) A —A, lo cual se sigue de =4, A -, B. Pero esto
es inmediato de la regla (LE).

O

En la proposicién anterior, en los casos de - y . debe entenderse que el sistema
correspondiente es estrictamente necesario para las derivaciones en - (F.), es decir, no
existe una derivacién en +,, (), aunque para mostrar formalmente estas afirmaciones se
necesitan técnicas semdnticas como las presentadas en la seccion 2.7.

Nos ocupamos ahora de la semdntica en sus versiones cldsica e intuicionista.

2.4. Semantica Clasica. La semantica cldsica es bien conocida y la recordamos breve-
mente.

Definicion 2.9. Un estado de las variables proposicionales es una funcién v : VProp — Bool
donde Bool = {0, 1} es el tipo de los valores booleanos verdadero 1 y falso 0.

Definicion 2.10. Sea v : VProp — Bool un estado de las variables proposicionales. Dada
una férmula A definimos el valor de verdad de A en el estado v, denotado v* (A), recursiva-
mente como sigue:

vi(p) = v(p)

V(L) = 0

(AVB) = v*(A)or v*(B)
V*(AAB) = v*(A) and v*(B)

v*(A— B) = (notv*(A)) or v*(B)
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donde not : Bool — Bool, or, and : Bool x Bool — Bool son los operadores booleanos
usuales. Dado que el valor de verdad de cualquier férmula queda determinado por el estado
v es comun usar simplemente v y no v*. Como es usual, si ' C FProp entonces v(T") = b
significa v(A) = b paratoda A € T.

Proposicion 2.11. La semdntica recien definida recupera la logica cldsica al cumplirse
—-—A = A.

Demostracion. Recordemos que A =45 A — _L por lo que se cumple
v(—A) =v(A — L) = (notv(A)) or v(L) = (notv(A)) or 0 = notv(A)
de donde v(——A) = notnotv(A) = v(A). O

Definicién 2.12. Decimos que A es consecuencia légica de T, denotado I' = A si y s6lo si
v(I') = 1 implica v(A)=1

Para terminar la discusion de la semantica cldsica enunciamos el conocido teorema de
completud-correctud para la 16gica proposicional clésica.

Teorema 2.13. T' . A siysdlosi T |= A.

2.5. Semantica Intuicionista. La semdntica intuicionista de la16gica proposicional se ba-
sa en la semdntica intuitiva conocida como interpretacion de Brouwer-Heyting-Kolmogorov
(BHK) en la que la nocién de verdad no depende de algiin valor predeterminado de las
férmulas sino en la existencia de una prueba o construccion de ellas. Es decir, el significado
de una férmula A consiste en explicar qué es una prueba de A.

Definicion 2.14. La interpretacion BHK se define recursivamente como sigue:

= Una prueba de una variable proposicional p se supone conocida y dada por un
contexto previamente definido.

= No existe una prueba de L.

= Una prueba de A A B es una par {p, g) donde p es una prueba de A y ¢ es una prueba
de B.

= Una pruebade AV Bes un par (1, p) donde p es una prueba de A o bien un par (2, g)
donde g es una prueba de B.

= Una prueba de A — B es un método funcional g que transforma cualquier prueba p
de A en una prueba ¢(p) de B.

De la definicién anterior concluimos la siguiente interpretacién para la negacion:

= Una prueba de —A consiste en un método que convierte cualquier supuesta prueba
de A en un objeto inexistente.

Obsérvese que esta interpretacion de la negacion es mds fuerte que pedir s6lamente que
no exista una construccién para A. Aunque la interpretacién BHK definida aqui es mas bien
una definicién metamatematica puede formalizarse por ejemplo mediante interpretaciones
de realizacién, para una exposicion a fondo véase [18].

El carécter constructivo de la 16gica intuicionista dado por la interpretacion BHK la
restringe de una manera importante, en particular el sistema no permite derivar el principio
del tercero excluido, es decir el secuente - A V —A, que es una tautologia clasica. Para
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convencernos de tal situacion basta recordar qué significa el hecho de que una disyuncién sea
demostrable. En el caso del tercero excluido tendriamos que construir ya sea una prueba de A
o bien una prueba de —A lo cual no es posible en general. Este hecho implica igualmente que
la férmula =—A — A no es vélida. Por otro lado es facil darle una interpretacién constructiva
alaférmula A — ——A como sigue: sea p una prueba de A, tenemos que construir un método
funcional que transforme a p en una prueba g(p) de (A — L) — L, es decir ¢(p) debe ser
un método que transforme cada prueba r de A — 1 en una prueba de L. En tal caso dada
p, r(p) seria una prueba de L, por lo que podemos definir g(p) = r.

La semadntica intuitiva anterior se puede formalizar de diversas maneras, siendo las mds
usadas la semadntica de dlgebras de Heyting y la semdntica de mundos posibles de Kripke,
ambas equivalentes. En este articulo optamos por la segunda.

Definicion 2.15 (Modelo de Kripke). Un modelo de Kripke es una terna
W = (W, <,IF)

donde W es un conjunto no vacio cuyos elementos se llaman mundos posibles, < es un orden
parcialen Wy IFC W x VProp es una relacion binaria, llamada relacién de forzamiento,
que satisface la siguiente condicién de monotonia:

Siw <w'ywlk pentonces w I p

La idea es que w I p significa que p es cierta en el mundo w en cuyo caso la propiedad
monotonia garantiza que p seguird siendo cierta en cualquier mundo con igual o mayor
informacién que w, situacién dictada por la relacion <.

Definicion 2.16. La relacién de forzamiento I+ en un modelo W dado se extiende a todas
las férmulas recursivamente como sigue:

= w | L nunca sucede

= wiFAVBsiysélosiwl-FAéwlFB

= wiFAABsiysélosiwlFAywl-B

= wi-FA — Bsiysolosiw |- Bparatodow’ talquew < w'yw'I-A
La notacién W I A significa que w |- A para toda w € W. Mientras que si I es un conjunto
de formulas, W IF T significa que paratoda A € I, W IF A.

Las siguientes propiedades de la negacion son consecuencia de la definicién anterior:

Proposicion 2.17. Seanw € Wy A € FProp. Entonces
s w ik —A siy sdlo si para todaw' > w, w' I A.
» wlk —=Asiysdlo si paratodaw' > w no es cierto que para todaw' > w', w' | A.
= Si para toda w' > w, existe w"' > w' tal que w' |+ A entonces w |- ——A.

Demostracion.

= Tenemos w I —A siy sélo siwl- A — L siy sélo si paratodaw’ > w, w - A
implica w’ I L, pero como w’ I L es imposible entonces necesariamente para toda
w >w, w I A.

= Por la parte anterior tenemos w |- ——A si y s6lo si para todaw’ > w, w' If =Asiy
s6lo si para toda w' > w no es cierto que para toda w” > w', w” | A.
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= El antecedente de esta implicacién implica a la parte derecha de la equivalencia
enunciada en la parte anterior por lo cual implica también que w IF =—A.

O

Observemos que la equivalencia entre w I- =—A y la condicién para toda w’ > w, existe
w” > w' tal que w” I A requiere un razonamiento clésico en la metateoria puesto que la
férmula —=Vx—A — JxA no es vélida en la 16gica de primer orden intuicionista.

Proposicion 2.18 (Monotonia de IF). Sean W un modelo y A € FProp. Para cualesquiera
w,w' € W, siw <w' ywlk A entonces w' I A.

Demostracion. Induccién sobre A. O

Definicion 2.19. Sean I" un conjunto de férmulas y A una férmula, decimos que I" fuerza
a A, denotado I I A si y sélo si para cualquier modelo de Kripke W la condicién W I T
implica W I A.

La semantica de modelos de Kripke se relaciona con la relacién de derivabilidad intui-
cionista mediante el siguiente

Teorema 2.20 (Completud-Correctud). I' - A si y solo si T |- A.

Demostracion. La parte = ) se conoce como teorema de correctud y se prueba mediante
induccién sobre I' = A. El reciproco < ) es el llamado teorema de completud de Kripke y
se prueba mediante una construccion similar a la de Henkin para la completud clésica, véase
[17]. 0

2.6. Algunas propiedades relevantes de la légica intuicionista. La l6gica intuicionista
cumple diversas propiedades invélidas en la 16gica cldsica. Las mds relevantes para nuestra
exposicion son:
= Propiedad disyuntiva: si- A VV B entonces - A 6 - B.
Esta propiedad no es valida en la légica clédsica y es una de las razones por las
que la l6gica intuicionista también se conoce como légica constructiva. Una prueba
mediante modelos de Kripke puede consultarse en [1].
= Infinitud: la l6gica intuicionista no es una légica finitamente valuada.
En consecuencia no es posible darle una semdntica de valuaciones, similar a la
clésica, utilizando un nimero finito de valores de verdad. Esto causa que la 16gica
proposicional de segundo orden, en su version intuicionista tenga interés, a diferencia
de la version cldsica cuya semdntica es trivial como veremos mds adelante. La prueba
de la infinitud requiere dlgebras de Heyting y puede consultarse en [17].
Enseguida desarrollamos mds ejemplos de férmulas invdlidas en la légica intuicionista
para lo cual nos serviremos de la semdntica de mundos posibles.

2.7. Invalidez de algunas tautologias clasicas. Una de las principales aplicaciones de
la seméantica de Kripke es mostrar resultados negativos acerca de la relacién - usando el
teorema de completud-correctud. Los siguientes ejemplos pretenden ser una invitacién a la
biisqueda de tautologias cldsicas que no lo son desde el punto de vista constructivo.

Proposicion 2.21. Si p € VProp entonces tf =—p V —p.
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Demostracion. Debido al teorema de completud (2.20) basta mostrar que [ =—p V —p.

Sea W = ({0,1,2},<,IF) con 0 < 1,0 < 2y 1 IF p. W es un modelo de Kripke
pues la condicién de monotonia se cumple al ser 1 un elemento maximal. Afirmamos que
0 If ==p V =p. Primero obsérvese que 2 I —p puesto que 2 [ p y 2 es maximal. Ahora
bien, como 2 > 0y 2 I —=p entonces 0 I} =—p. Por otra parte como 1 > Oy 1 IF p entonces
0 I —p. Finalmente como O I =—p y 0 I} =p entonces O |y =—p V —p lo cual implica que
W If ==p V =py por lo tanto Iff =—p V —p. O

Proposicion 2.22. Si p,q € VProp entoncest/ (p — q) V (¢ — p).

Demostracion. Sea W = ({0,1,2},<,IF) con0 <1, 0 <2y 1l p, 21IF g. W esun
modelo de Kripke pues 1 y 2 son maximales. Afirmamos que 0 I (p — ¢) V (¢ — p) para
lo cual basta ver que:
= 0lf p—q.
Sabemos que 0 I+ p — ¢ siy sélo si para toda w > 0, w I p implica w I ¢, pero
tenemos 1 > 0,11 py 11/ q.
= 0l qg— p.
Andlogamente se tiene 2 > 0,2 |- gy 2 I p.
Por lo tanto W I (p — ¢q) V (¢ — p) de donde ¥ (p — ¢) V (¢ — p) y por completud
7 (p—a)V(g—p) O

Proposicién 2.23. Si p € VProp entonces t (——p — p) V =p V =—p.

Demostracion. Sea W = ({0,1,2,3,4},<,IF) con0<1<2,1<3,0<4<3,31IFp.
Veamos que W no fuerza a ninguno de los tres disyuntos:
= 0 ——p.
Tenemos que O IF ——p si y sélo si paratodow > 0, wlf =ppero2 >0y 2 Ik —p
puesto que 2 ¥ p y 2 es maximal. Por lo tanto 0 Iff ——p.
= 0 If =p. Por definicién O |- —p siy s6lo si para todaw > 0, wlff ppero3 >0y
3 I p. por lo tanto O Iff —p.
= 0 =—=p — p. Por definicién O IF —=—p — p siy sélo si para todaw > 0,w IF =—p
implica w I p. Veamos que 4 |- ——p con lo cual habremos terminado pues 4 > 0y
41 p.
Necesitamos ver que para toda w > 4, w If =p. Como 3 IF p y 3 es maximal
entonces 3 I —p. Por otra parte como 3 > 4y 3 I+ p entonces 4 I/ —p. Hemos
probado que para toda w > 4, w I =p. Por lo tanto 4 |- —=—p.

O

Obsérvese que de la prueba anterior también podemos concluir la invalidez de la ley de
doble negacion ¥ ——p — p.

Usando la relacion de forzamiento |- también es posible mostrar que ninguno de los
conectivos A, V,—, L es definible a partir de una combinacién de los otros por lo que,
a diferencia de la légica clésica, la 16gica intuicionista debe tener presentes a todos los
conectivos si se desea contar con todo su poder expresivo. Véase [17].
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Ahora ya contamos con todos los antecedentes necesarios para introducir nuestro principal
objeto de estudio, la 16gica proposicional de segundo orden.

3. LA LOGICA Prop2

La 16gica proposicional de segundo orden, denotada Prop2 se obtiene al agregar a la
sintaxis de la 16gica usual de proposiciones los cuantificadores V,d. Esto tiene diversas
ventajas, por ejemplo, considérese la siguiente propiedad de la 16gica proposicional

Proposicion 3.1. Si - A entonces para cualquier variable p y cualquier formula B se
cumple = Alp := B.

Demostracion. Es claro por la regla de sustitucion (S ust) dada en la proposicién (2.7). O

Este resultado permite concluir en particular que si A es cualquier férmula entonces
F A — A. Es decir, no importando el valor ni la forma de A la férmula A — A es un
teorema/tautologia de la logica. Esta propiedad se sirve de una cuantificacién informal
inexpresable en la 16gica proposicional, 1a 16gica es incapaz de agrupar formalmente a todas
las instancias de p — p para después poder concluir cada caso particular. Esto se logra
facilmente en Prop2 mediante la férmula Vp(p — p). Similarmente dada una férmula A
sabemos que existe al menos una proposicion p tal que A < p, a saber A misma, esto puede
expresarse con la férmula Ip(A < p).

Pasamos ahora a las definiciones formales.

3.1. Sintaxis de Prop2. A continuacién presentamos los pormenores de la sintaxis de
Prop2

Definiciéon 3.2. Sea VProp = {p,q,r,...} un conjunto infinito numerable de variables
proposicionales. El conjunto de formulas de la 16gica proposicional de segundo orden
Prop2, es el minimo conjunto FProp obtenido al extender la definicién (2.1) como sigue:

= Sip € VPropy A € FProp entonces (VpA) € FProp.
= Sip € VPropy A € FProp entonces (3pA) € FProp.

En adelante adoptamos algunas veces la notacién de punto en un cuantificador para

declarar que su alcance se considera lo mds lejos posible sintdcticamente, por ejemplo la
proposicién Vp.A — B significa Vp(A — B) y no (VpA) — B.
Al igual que en la l6gica de predicados de primer orden, los cuantificadores introducen
un ligado de la variable cuantificada en el alcance de la cuantificacién, lo cual causa una
distincién necesaria entre las presencias libres y ligadas de una variable en una proposicion,
nocién que precisamos enseguida.

Definicion 3.3. El conjunto de variables libres de la férmula A, denotado FV(A) se define
recursivamente como sigue:

E ))— {r}
= FV(Ax B) = FV(A) U FV(B),donde x € {A,V,—}
FV(VpA) =FV(A) — {p},donde V € {V,3}
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Si una presencia de una variable g figura en A pero g ¢ FV(A), entonces decimos que
tal presencia de g estd ligada en A. Si ' = {A,,...,A,} entonces definimos FV(I') =
FV(A)U...UFV(A,).

La nocién de sustitucién cobra mds importancia y se vuelve mas complicada pues en este
caso no se trata de una sustitucién textual.

Definicion 3.4. La nocién de sustitucion A[p := B] se define al extender la definicién (2.2)
para férmulas cuantificadas como sigue:

n (VgA)[p := B] = Vq.Alp := B] siempre y cuando ¢ ¢ {p} U FV(B)
= (3¢A)[p := B] = 3q.A[p := B] siempre y cuando ¢ ¢ {p} U FV(B)

La condicién en esta definicién siempre puede cumplirse al renombrar la variable ligada
g en la férmula original. Esto no causa problema alguno pues consideramos iguales a dos
férmulas que difieren tinicamente en los nombres de sus variables ligadas. Esta convencién
se conoce como a-equivalencia, por ejemplo Vpp y Vgq son férmulas a-equivalentes.
Obsérvese que si queremos que la operacién de sustitucién defina a una funcién total, en
lugar de férmulas, es necesario manipular clases de a-equivalencia de férmulas, situacién
que no hacemos explicita.

Una vez definida formalmente la nocién de sustitucion podemos enunciar las reglas de
deduccioén natural para las férmulas cuantificadas, extendiendo asi la definicién (2.5):

= Cuantificacion universal:

THA p¢Fvw)W) T+ VpA
'kVpA ' Alp:= B|

= Cuantificacion existencial:

(VE)

I'H3pA T,AFB p¢FV(T,B)
TFB

I' - A[p := B]

=/
' dpA (30)

(3E)

A continuacién nos ocupamos de la semadntica.

4. SEMANTICA DE Prop2

El significado intencional de la férmula VpA es que A(p) es valida para cualquier valor
posible de p. Similarmente, si A(p) es vélida para algtn valor de p podemos decir que IpA
es vélida. En esta seccidon veremos primero que la semantica cldsica resulta trivial por lo que
la semdntica relevante es la intuicionista, desarrollada posteriormente.

4.1. Semantica Clasica. Dado que en la semantica clésica existen sélo dos valores de
verdad, el significado de los cuantificadores resulta equivalente a una conjuncién o disyun-
cion de dichos valores. A continuacién mostramos esto formalmente concluyendo un interés
nulo por esta seméntica.
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Definicion 4.1. Dados un estado de las variables v y un valor booleano b : Bool, definimos
el estado actualizado en p con b, denotado v[p/b] como

v(g) sip#q
v[p/bl(q) =
b sip=gq
Definicion 4.2. Seav : VProp — Bool un estado de las variables proposicionales. Dada una
férmula A definimos el valor de verdad de A en el estado v, denotado v*(A), extendiendo la
definicién (2.10) como sigue:

v¥(VpA) = v[p/0]*(A) and v[p/1]*(A)
v (3pA) = VIp/O]*(4) or vIp/1]*(A)
Lema 4.3 (Sustitucién). v(A[p := B]) = v[p/v(B)](A).
Demostracion. Induccién sobre A. 0

La siguiente proposicion muestra la trivialidad de la semdntica clasica para Prop2.

Proposicién 4.4. Sea T =45 L — L. Entonces YpA = Alp = L] ANAlp = T]y
dpA = Alp := L] V Alp := T]. Por lo tanto ambos cuantificadores son definibles.

Demostracion.

v(VpA) = v[p/0](A) and v[p/1](A)
= vip/v(L)]I(A) and v[p/¥(T)](A)
= v(A[p:= L1]) and v(A[p := T]) (por lema (4.3))
= v(Alp:= L] AA[p:=T])

v(3pA) = v[p/0](A) or v[p/1](A)
= vIp/v(L)I(A) or v[p/¥(T)|(A)
= v(Alp:= L])orv(A[p :=T]) (porlema (4.3))
= v(Alp:=L]VA[p:=T)

O

De la proposicién anterior se sigue que la 16gica proposicional de segundo orden clasica
no tiene mayor poder expresivo que la légica proposicional usual, por lo que resulta de
poco interés. Esto es de esperarse pues la l6gica proposicional cldsica es funcionalmente
completa, es decir, cualquier funcién booleana puede definirse con los conectivos ordinarios,
por lo que ninguna extension a la sintaxis causa un mayor poder expresivo.

A continuacion definimos a detalle la seméantica intuicionista, usando nuevamente mode-
los de Kripke.

4.2, Semantica Intuicionista. La propiedad de infinitud de la 16gica intuicionista implica
que en la semdntica intuicionista no hay un conjunto finito de valores de verdad por lo
que los cuantificadores varian sobre un espacio infinito de proposiciones. De hecho no hay
un resultado de completud funcional. En este caso el significado intencional se explica
nuevamente mediante la interpretacion BHK.
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Definicion 4.5. La interpretacion BHK para las formulas proposicionales cuantificadas se
define como sigue:

= Una prueba de VpA es un método funcional que transforma cualquier prueba de una
férmula arbitraria B en una prueba de A[p := B].

= Una prueba de IpA es un par (B, g) donde B es una proposicién y ¢ es una prueba
de A[p := B]. La proposicién B se conoce como testigo.

Formalizamos la interpretacion BHK suponiendo que los cuantificadores varian sobre la
clase de todas las proposiciones. Esta hipétesis se conoce como el principio de comprensién
total y debemos mencionar que no es aceptada en todos los sistemas 16gicos intuicionistas.
Dicho principio se expresa formalmente mediante la validez para cualesquiera férmulas A
y B, de la proposicién VpA — A[p := B] o equivalentemente de la férmula 3p(B < p)
con p ¢ FV(B). La adopcién del principio de comprensién total causa que la seméntica
intuicionista sea impredicativa: en la definicién de VpA la variable p representa a todas
las proposiciones posibles, en particular a la misma VpA. Es decir, el significado de VpA
depende de todas las instancias A[p := B] incluyendo los casos donde B es de igual o
mayor complejidad que VpA. Por ejemplo para entender Vp.p — p es necesario entender
(p — p)lp:=Vp.p— p| = (Vp.p — p) — (Vp.p — p) que claramente es mds compleja.
En particular no existe una jerarquia bien fundada en la seméntica y muchos métodos por
induccién fallardn inevitablemente.

Para definir una seméntica formal que capture a la interpretacion BHK, nos servimos
nuevamente de los modelos de Kripke.

Definicion 4.6. Un modelo de Kripke de segundo orden es una terna
W = (W, <,D)
donde
= W#o.
= < C W x W esun orden parcial sobre W
» D={D, |we W}yparacadaw € W, D,, C P(W) es una familia de subconjuntos
cénicos de W.
= Un conjunto U C W es cénico o cerrado hacia arriba, si para toda u € U y para toda

v>usetienev € U.
= Siw <w entonces D,, C D,

A continuacion definimos el concepto de valuacién.

Definicién 4.7. Unavaluacién v en un modelo de Kripke de segundo orden W es una funcién
que asigna a cada variable proposicional p un subconjunto c6nico v(p) de W. Decimos que v
es admisible para un mundo w y una férmula A si y sélo si v(p) € D,, paratoda p € FV(A).
La valuacién actualizada en p, denotada v[p/x], se define andlogamente a la definicién (4.1),
siendo x en este caso un conjunto cénico.

Es claro que si v es admisible para w y A entonces también es admisible para w' y A para
cualquier w' > w.

Ahora ya podemos definir la relacién |-.
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Definicion 4.8. La relacion de forzamiento w,v I A entre un mundo w, una valuacién v y
una férmula A se define cuando v es admisible para w y A recursivamente como sigue:

= w,vIF psiysélosiw € v(p)

= w,vIF L nunca sucede

= w,vIFAV Bsiysélosiw,vIFAéw,vIFB

= w,vIFAABsiysolosiw,vIFAyw,vIFB

= w,vlF A — Bsiysélosiw',vIF Bparatodow’ talquew < w' yw',vIFA

= w,vIFVpAsiy sélosiw',v[p/x] I A para cualesquieraw’ > wy x € D,

= w,vIF 3pAsiy sélosiw,v[p/x] - A para alguna x € D,,
Escribimos w,v IF I'siw,vIF A paratodaA € Ty W IF Asiw,vIF A paratodaw € W'y
v admisible para w y A.

A continuacién damos algunas propiedades y definiciones que involucran a la relacién
de forzamiento y que serdn de utilidad mas tarde.

Proposiciéon 4.9 (Monotonia de I). Sean w,w’ € W, A € FProp y v admisible para w y A.
Siw,vIFAyw > wentoncesw',v IF A.

Demostracion. Induccion sobre A. O

Corolario 4.10. Sean A € FProp y v una valuacion. El conjunto {w € W | w,v |- A} es
conico.

Lema 4.11 (Coincidencia). Sean vy, v, admisibles paraw'y A. Si vi(p) = v2(p) para toda
p € FV(A) entonces w,vy |k A siy slo si w,v, IF A.

Demostracion. Induccién sobre A. ]
Definicion 4.12. Sean A € FProp, w € W, y v admisible para w y A. Definimos
[Alwy ={W e W |[w >wyw, vIFA}
Proposiciéon 4.13. [A],,, es conico.
Demostracion. Inmediato O

Lema 4.14 (Sustitucién). Sean A, B € FProp, w € W y v una valuacion admisible para w
y A[p := B] tales que [B],,, € D,,. Entonces

w,v I Alp := B] si 'y sélo si w,v[p/[B]w.] IF A.
Demostracion. Induccién sobre A. t

4.3. Modelos Completos. Al considerar un sistema de inferencia arbitrario |- y una rela-
cién semdntica |= sobre el mismo conjunto de férmulas de una 16gica, lo ideal es obtener un
teorema de correctud-completud que permita concluir la equivalencia de ambos conceptos.
Si consideramos la semdntica de Kripke para la l6gica proposicional intuicionista IF y el
sistema de deduccidn natural - este es el caso. Sin embargo para Prop2 la semantica de
Kripke es demasiado general por lo que debemos restringir la relacion I a una clase especial
de modelos llamados completos, los cuales son indispensables para preservar la correctud
de la ldgica.
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Definicién 4.15. Un modelo de Kripke W es completo si y sélo si para cada férmula A,
w € Wy v tales que v es admisible para w y A se cumple que [A],., € D,,.

A continuacién veremos que el uso de modelos completos es imprescindible para lograr
un sistema légico correcto.

Proposicion 4.16. Un modelo W es completo siy sélo si W I+ Ap(p — A) para cada A tal
que p ¢ FV(A).

Demostracion. W Ik Ap(p <+ A) siy sélo si para todo w € W y v admisible para w, A se
tiene w, v I 3p(p «— A) lo cual sucede si y sélo si existe x € D,, tal que w, v[p/x] IF p < A.
Esta dltima condicién es equivalente a que para toda w' > w, w',v[p/x] Ik p siy sélo si
w',v[p/x] Ik A, que, por definicién de la relacién de forzamiento y el lema de coincidencia
(4.11) dado que p ¢ FV(A), resulta equivalente a w' € x siy sélo si w',v |- A para toda
w’ > w. Es decir, x = [A],,,. Finalmente como x € D,, entonces [A],,., € D, lo cual es

equivalente a que )V es completo.
(]

No es complicado cerciorarse de que la completud de un modelo también equivale a la
validez de la férmula VpA — A[p := B] para cualquier B € FProp. Ademads debido a la
proposicién anterior la relacion de forzamiento I' I+ A debe restringirse a la clase de modelos
completos. Esto quedard mds claro en la demostracion del teorema de completud.

Definicion 4.17. Sean I un conjunto de férmulas y A una férmula, decimos que I" fuerza
a A, denotado I I A si para cualquier modelo completo WV la condiciéon W, v I- T implica
que W, v IF A para cualquier valuacién admisible para Wy I' U {A}

Teorema 4.18 (Completud-Correctud). I' IF A siy sélo si T F A.

Demostracion. La prueba de la completud = ) puede consultarse en [17].
Parala correctud hacemos una induccién sobre F-. Veamos con detalle los casos que atestiguan
la necesidad de la restriccién a modelos completos.

» Caso (VE). SeaI' - A[p := B] obtenido de I' - VpA. Queremos demostrar que
I' IF A[p := B]. Dado W un modelo completo tal que W, v I I, debemos mostrar
quew, v - A[p := B] paratodaw € W'y v admisible. Por hipétesis de induccién, T I+
VpA por lo que se tiene w, v I+ VpA, es decir, dados cualesquieraw’ > wy x € D,
se tiene w’, v[p/x] I A. En particular, como W es completo entonces [B],., € Dy, y
podemos concluir w, v[p/[B]..] IF A. Finalmente el lema de sustitucién (4.14) nos
lleva a concluir que w, v I+ A[p := B].

» Caso (3I).Seal - IpAderivadodeI" F A[p := B]. Queremos mostrar que I' I JpA.
Sea VW un modelo completo tal que W, v I- I', debemos mostrar que w, v |- IpA
para toda w € W y v admisible. Por hipétesis de induccién, I' IF A[p := B]
por lo que w,v I A[p := B, que, por el lema de sustitucién (4.14), equivale a
w,v[p/[B]wy] I+ A puesto que [B],, € D, por la completud de W, pero esto
implica, por definicién, que w, v I- 3pA.

O

Para terminar nuestra exposicién de la semdntica intuicionista presentamos a detalle un
ejemplo de invalidez.
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4.4. Invalidez del Axioma de Gabbay. FEl siguiente esquema se conoce como axioma de
Gabbay
Gab =4,y Vp(AV B) — AVVpB p ¢ FV(A)

Es claro que Gab es viélido cldsicamente. Ademads es bien sabido que Gab es vilido en la
clase de modelos de Kripke donde todos los D,, son iguales, véase [3]. Aqui mostraremos
que no lo es en el caso de modelos completos, para lo cual nos serviremos del siguiente
modelo

W= ({1,2,3,4},<,{D|, Dy, D3, D4})
donde
m 1<2<3,2<4
= D ={2, {3,4}, {2,3,4},{1,2,3,4}}
» Dy=D3=Dy=D; U {{3}, {4}}
Es facil ver que W es un modelo de Kripke de segundo orden, en particular D, = D3 = Dy
constan de todos lo subconjuntos cénicos de W lo cual se verifica por simple inspeccion.

Considérese la funcién (-) : W — W tal que
1=1 2=2 3=4 4=3
Si V C W entonces definimos V = {W | w € V} y si v es una valuacién en W definimos

la valuacién v como v(w) = v(w). Obsérvese ademds que (-) es una involucidn, es decir,
w=wparatodaw € W.

Los siguientes lemas nos encaminan a nuestro objetivo final.
Lema 4.19. w,v |- A siy sélo si w,v |- A.
Demostracion. Induccién sobre A. O
Lema 4.20. Si V C W es conico entonces V € Dy siysolosiV =V.
Demostracion. Inmediato por inspeccion directa. O
Corolario 4.21. Si v es una valuacion sobre Dy entonces v = v.

Demostracién. Por el lema anterior, v(p) € D; para toda p € VProp implica v(p) =

v(p) =v(p) U
Lema 4.22. [A],, = [A]..-

Demostracion.
we A, & w<l, wyvlFA
s w<l, wvlFA  (w=w)
& w<l, wylFA (lema(4.19))
< w<l1, w,vlFA (corolario (4.21))
< w<l, wwvlFA (w<lew<l)
< we [A],
< we [A],

v es sobre D y el corolario (4.21) es aplicable pues v es admisible para 1 y A. (]



20 FAVIO EZEQUIEL MIRANDA PEREA

Lema 4.23. W es un modelo completo.

Demostracion. Sean w € W, A € FProp, v admisible para w y A. Debemos mostrar que
[A]w.y € D,. En los casos para w = 2, 3,4 no hay nada que probar pues D,, consta de todos
los cénicos de W'y [A],,., es cénico. El caso importante es cuando w = 1 pero por los lemas
(4.20) y (4.22) es claro que [A];, € D;. O

Lema 4.24. Sea v una valuacion en W tal que v(q) = {2,3,4}. Entonces
LvIEVp(gV —-pV -—p).

Demostracion. Debemos probar que para todo w’ > 1y para cualquier x € D,,s se cumple
w',v[p/x] Ik gV =p V =—p. Analicemos todos los casos:

» w =1conx€ D, ={2,{3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}

e x = . En este caso tenemos 1, v[p/x] IF —p pues paratodau > 1, u ¢ & = x,
es decir, u, v[p/x] Iff p.

e x = {3,4}. En este caso se tiene que para toda r > 1 existe u > rconu € {3,4}
lo cual es suficiente para concluir que 1, v[p/x] |- =—p, usando la versién para
Prop2 de la proposicion (2.17).

o x =1{2,3,4} y x = {1,2,3,4}. Se prueba nuevamente 1, v[p/x] IF =—p anélo-
gamente al caso anterior.

» w =2conx € D, ={2,{3},{4},{3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}

e x € D;. Inmediato por monotonia.

e x = {3}. En este caso se cumple 2, v[p/x] I g pues 2 € {2,3,4} = v[p/x](q).

e x = {4}. Andlogo al caso anterior.

s w =3yw =4 Como D; = Dy = D, todos los casos son inmediatos por
monotonia

Como en todos los casos se fuerza alguno de los disyuntos entonces se fuerza la disyuncién
que es la conclusién deseada. O

Lema 4.25. Sea v una valuacion en W tal que v(q) = {2,3,4}. Entonces

Lvlf gV Vp(=pV —-p).

Demostracién. Hay que mostrar que 1,v no fuerzan ni ¢ ni Vp(—p V ——p). El primer
caso es claro pues 1,v IF g siy sélosi 1 € v(g) = {2,3,4} lo cual claramente es falso.
Para mostrar que 1,v Iff Vp(—p V ——p) basta mostar un w > 1 y un x € D,, tales que
w,v[p/x] I} =p V ——p. Para tal efecto seanw =2y x = {3} € D,.
= 2,v[p/x] I} -ppues3 >2y3,v[p/x] IF pdado que 3 € {3} = v[p/x](p).
= 2,v[p/x] If =—p pues 4 > 2y para toda u > 4, u,v[p/x] I p dado que necesaria-
mente u =4y 4 ¢ {3} =v[p/x]|(p).
O

Nuestro objetivo final es ahora alcanzable.

Proposicion 4.26. La tautologia cldsica Gab no es vdlida en la semdntica intuicionista.
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Demostracion. Basta dar un contraejemplo para A, B particulares. Elegimos A = g, B =
—p V ——p entonces I Vp(qV —pV ——p) — q V ¥p(—p V ——p) puesto que WV es un
modelo completo por el lema (4.23) y W I Vp(qV —p V =—p) — gV Vp(—-pV ——p) es
consecuencia inmediata de los lemas (4.24) y (4.25). O

Pasamos ahora a discutir el poder expresivo de la 16gica proposicional de segundo orden.

5. PODER EXPRESIVO DEL FRAGMENTO Prop2ﬂ’v

En esta seccion presentamos algunos ejemplos que muestran el poder expresivo del frag-

mento Prop2 ", obtenido al restringir las férmulas de Prop2 al uso exclusivo de — y V. El
propdsito principal aqui no es sélo enunciar dichos ejemplos, como es comtin en la literatura,
sino explicarlos con detalle usando para esto una légica tal vez mds familiar, a saber la 16gica
de predicados de segundo orden Pred2. La idea general es que en presencia de objetos de
segundo orden las caracteristicas de primer orden se vuelven poco importantes en muchos
casos por lo que muchas propiedades estructurales pueden estudiarse de forma simplificada
en Prop2.
Es importante remarcar que tanto en la l6gica intuicionista de predicados de primer orden,
como en la légica proposicional intuicionista los conectivos y cuantificadores no son de-
finibles entre si (vedse [17]), caracteristica que si posee la l6gica Prop2, como veremos a
continuacion.

5.1. Disyuncién. Sean P, Q dos predicados de un argumento, el predicado que representa
launién de Py Q, denotado P U Q, se define inductivamente! como sigue:
= Si Pxentonces (P U Q)x.
= Si Qx entonces (P U Q)x.
= (PU Q) es el predicado mds pequefio que cumple las dos reglas anteriores, es decir,
si R es un predicado tal que:
e Si Px entonces Rx.
e Si Qx entonces Rx.
entonces Vx((P U Q)x — Rx).

Es decir PU Q es el predicado més pequefio que contiene a Py a O, o equivalentemente,
es la interseccion de todos los predicados que contienen a Py a Q. Esta tltima propiedad
puede usarse para definirlo de manera directa:

(P U Q)x <4y para todo predicado R tal que P C Ry Q C R se cumple Rx.

Lo cual puede formalizarse en l6gica de predicados de segundo orden como sigue:
(PU Q)x < y4er VRNy(Py — Ry) — Vz(Qz — Rz) — Rx
Ahora bien, en el estudio de ciertas propiedades del predicado unién, no son de im-
portancia sus elementos, por lo que podemos deshacernos de los objetos de primer orden
obteniendo la siguiente férmula en Prop2.

PUQ ¢4 VR(P—R)—(Q—R)—R, R#PQ

'Usamos inductivamente y no recursivamente como es costumbre en Ciencias Computacionales.
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Finalmente observando que un predicado no sélo se define mediante un simbolo sino
que puede definirse mediante cualquier férmula, y que en terminologia 16gica la unién
corresponde a la disyuncidn, obtenemos la definicién usual en Prop2:

AVB Sy Vr(A—r)— (B—r)—r r¢FV(A,DB)

5.2. Conjunciéon. La conjuncion corresponde a la definicién inductiva del producto car-
tesiano de dos predicados de un argumento P y Q, que resulta ser un predicado binario
denotado (P x Q):
(P x Q)xy <40 Rxy para todo predicado binario R tal que Px y Qy implican Rxy
Esta representacion surge de la siguiente definicién inductiva:
= Si Pxy Qy entonces (P x Q)xy.
= (P x Q) es el predicado mds pequeiio que cumple la regla anterior, es decir, si R es
un predicado tal que:
e Si Pxy Qy entonces Rxy
entonces VxVy((P x Q)xy — Rxy).

Esta propiedad puede expresarse en l6gica de predicados de segundo orden como:

(P x Q)xy < 4er VRYxVy(Px — Qy — Rxy) — Rxy

Finalmente eliminando los objetos de primer orden, generalizando a cualesquiera féormu-
las A, B y usando la notacién de conjuncién obtenemos la definicién usual en Prop2:

AANB Sy Vr(A—B—r)—r r¢ FV(AB)

5.3. Falso. Considérese la férmula Vpp, que afirma la validez de cualquier proposicion.
Utilizando la regla de eliminacién del cuantificador universal a partir de Vpp obtenemos
p|p := A] = A para cualquier férmula A. Esto es lo que expresa la regla de eliminacién del
falso (LE) , por lo que resulta adecuado definir

L Sier Vpp

Otra manera de entender esta definicién es considerando que L corresponde a la definicién
del predicado vacio @ visto como interseccién de todos los predicados

DX S def VP.Px

5.4. Cuantificador Existencial. El cuantificador existencial debe definirse de forma que
se cumpla la férmula A[p := B] — 3pA. Dado que la férmula B es arbitraria debemos
considerar viélido el existencial cuando se pruebe A[p := B] para alguna B, que es lo que
afirma la regla de introduccién (3I). Sea E4 un predicado de indice uno tal que E4x se
cumple si y sé6lo si A[p := B]x para alguna férmula B. Nuevamente podemos dar una
definicién inductiva.
= Se cumple Vx(A[p := Blx — Ex)
= FE, es el predicado mds pequeo con tal propiedad, es decir, si Q es un predicado tal
que
o Vx(A[p := B]x — QOx)
entonces Vx(E x — Qx)
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La definicién correspondiente en logica de segundo orden es:

Exx <qep YONy(A[p := Bly — Qy) — Ox

y eliminando los objetos de primer orden obtenemos:

Ex ©aer VO.((Alp =B — Q) — Q)

Hasta ahora la féormula definida depende de B pero B es una férmula arbitraria de manera
que la condicién A[p := B] — Q debe generalizarse para eliminar esta dependencia, para
lo cual usamos una cuantificacién universal obteniendo la nueva condicién Vp(A — Q). De
esta forma concluimos la definicion usual de existencial en Prop2:

IpA Saer Vq(Vp(A — q) — q), q ¢ FV(A), p#q

Otra manera de entender esta definicién nos viene de la ldgica infinitaria, donde el
existencial 3pA no es mds que una disyuncion infinita de todas las férmulas A[p := B]. Esto
queda claro al comparar la definicién anterior con la definicién de disyuncién de la seccién
5.1. En particular se sigue que F dpA — —Vp—A.

Los ejemplos anteriores proponen definiciones de los operadores L, A, V, 3. Sin embargo
para garantizar que estas definiciones son correctas debemos verificar que cumplen con
las reglas de inferencia del sistema de deduccién natural. Es decir, debemos mostrar que
las reglas correspondientes de introduccién y eliminacién de cada operador son derivables
usando estas definiciones. Esto lo asegura la siguiente

Proposicion 5.1. Las definiciones anteriores para 1, \,V,3 son correctas, es decir, las
reglas usuales del sistema de deduccion natural para dichos operadores son derivables.

Demostracion. Derivamos cada una de las reglas:

» (LE) Suponemos " L.

1. THL Supuesto
2. I'HVpp Definiciénde L en 1
3. TFHA (VE)2,p:=A

= (AI). Suponemos '+ A, T+ B.

INA—-B—rFA Supuesto, (Mon)
I''A—B—r+-B Supuesto, (Mon)
INA—-B—r+A—B—r (Hip)
[NA—-B—rFB—r (—E)L3
ILA—B—rbtr (—E)2,4
'F(A—=B—r)—r (=15
'FYr(A—B—r)—r (VI) 6, s.p.g. r ¢ FV(T)

I'~AAB Definicién de Aen 7, s.p.g. r ¢ FV(A, B)

PN W=



24

NoUnAwD =

FAVIO EZEQUIEL MIRANDA PEREA

s (A\2E) Suponemos ' - A A B

1. THFAAB Supuesto
2. THVr(A— B—r)—r Definicibnde A en 1
3. TF(A—B—B)—~B (VE)2,r:=B, r¢ FV(A,B)
4. T,AB+B (Hip)
5. , A-FB—B (—1)4
6. THFA—B—B (=15
7. THB (— E) 3,6
Laregla (A E) se verifica de forma similar.
= (VyI) Suponemos I' - A
I'NA—r,B—rkA Supuesto, (Mon)
INA—rB—rFA—r (Hip)
I'A—r,B—rkr (—E) L2
INA—rE(B—r)—r (—13

CFA—r)—(B—n—r (=14
I'tvr(A—r)— (B—r)—r (VI)5, spgré¢FV(I)
I'AVB Definicién de V en 6, s.p.g. r ¢ FV(A, B)

Nk W=

La regla (V,1) se verifica de forma similar.
= (VE) Suponemos'FAV B, I ,A-FCyI,BlFC.

1. THAVB Supuesto

2. TFVYr(A—r)— (B—r)—r Definiciénde V en I

3. THA—-C)—-B—-C)—C (VE)2,r:=C,r¢ FV(A,B)
4. TLA-C Supuesto

5. TFA—-C (—1)4

6. THF(B—C)—C (— E)3,5

7. IBEC Supuesto

8. I'B—C (—1)7

9. I'C (— E)6,8

= (37) Suponemos I' - A[p := B].

I''Vp(A — q) F A[p := B] Supuesto, (Mon)
I',Vp(A — q) F Vp(A — q) (Hip)
I'Vp(A—q)FAlp:=Bl—q (VE)2,p:=B
ILVp(A—q)Fgq (—E)L3
-Vvp(A—gq)—q (—1)4

I'tVq(Vp(A — q) — q) (VI) 5, s.p.g. q ¢ FV(I)

'+ 3pA Definicién de 3 en 6, s.p.g. ¢ ¢ FV(A), p #q
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s (JE) Suponemos I' - 3pA, TLA+ By p ¢ FV(I,B)

1. T'H3dpA Supuesto

2. THVq(Vp(A— q)— q) Definiciénde Jen 1

3. THVYp(A—B)— B (VE)2,q:=B, p¢ FV(B), g ¢ FV(A)
4. T,A+B Supuesto

5. TFA—B (—1)4

6. T'FVp(A— B) (VI) 5, p¢ FV(I')

7. THB (— E)6,3

O

La proposicién anterior muestra que los operadores L, A, V, 3 son definibles a partir de
V, — tnicamente, de manera que al mostrar alguna propiedad de Prop2 bastard con mostrarla
para el fragmento Prop2_>’v.

6. LA RELACION ENTRE Pred2 Y Prop?2

Después de haber visto diversos ejemplos del poder expresivo de Prop2, los cuales se
basan en definiciones en la 16gica de predicados de segundo orden Pred2, resulta natural
preguntarnos si existird una relacién general entre ambas logicas. La respuesta es positiva y
serd demostrada en esta seccion, para lo cual empezamos definiendo las reglas de deduccién
natural para los cuantificadores universales de primer y segundo orden en Pred2:

I'HA x¢ FV(T) (1) I't-VxA (
I'-VxA 'k Afx:=1]
donde A[x := 1] denota a la sustitucién de la variable de primer orden x por el término ¢
en la férmula A, la cual se define andlogamente a la definicién (2.2) evitando la captura de
variables libres.

VE)

'-A X¢Fv(I) I'- VXA
' VXA I'FA[X:=F]
la operacién A[X := F| es esencialmente la dada en la definicién (3.4) con la restriccién
de que la variable de segundo orden X se sustituya por una férmula F que reciba el mismo
nimero de argumentos.
De manera andloga al caso de Prop2 los operadores L, A, V, 3, 32 resultan definibles en el

(V1) (V’E)

fragmento PredQH’V’VZ, por lo que basta estudiar la relacion entre este fragmento y Prop2~".
La siguiente proposicién muestra que la estructura de las derivaciones es exactamente la
misma en ambas l6gicas por lo que es vélido eliminar en diversos casos las referencias a
objetos de primer orden.

Definicion 6.1. Dada una férmula A en Pred?2 la férmula A’ de la 16gica Prop2 obtenida al
eliminar los objetos de primer orden se define recursivamente como sigue:

X(t,....t)) = X
(A—-B) = A — P
(VxA) = A
(VXA)Y = VXA
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Obsérvese que en el caso de una férmula atémica y una cuantificacién de segundo orden
la variable X que representa a un predicado de indice arbitrario n se convierte en una variable
proposicional con el mismo nombre X. Ademds sil” = {A,...,A,} es un contexto en Pred2
entonces el contexto I de Prop?2 se define como I = {Af],...,A/}.

La operacién de traslacién ()’ es compatible con la operacién de sustitucién de acuerdo
al siguiente

Lema 6.2. Se cumplen las siguientes propiedades para cualquier formula A de Pred?2.
m Alx:=1 =A.
» AX:=F] =A'[X = F'].

Demostracion. Induccidn sobre A en ambos casos. U

La siguiente proposicién muestra la relacién exacta entre Pred2 y Prop2.
Proposicién 6.3. Sea A una formula de Pred2. EntoncesT Fpreaz A siy s6lo siT” Fpropp A’

Demostracion. La parte < ) es inmediata pues Prop2 estd contenida en Pred2.

Para = ) procedemos por induccién sobre bpeg2. Analicemos con detalle el caso de los
cuantificadores universales, para los de primer orden no hay nada que mostrar pues las reglas
(VI), (VE) se colapsan en Prop2 dado que (VxA)’ = A’ y por el lema (6.2), A[x := 1]’ = A’.
Veamos el caso de los cuantificadores de segundo orden:

» (V2I). Sea I' Fpreg2 VXA concluido de T Fpregz A con X ¢ FV(T). Por H.I. se
tiene I Fprop2 A’ y es facil ver que si X ¢ FV(T') entonces X ¢ FV(I”') de donde
I Fprope VXA’ por (V2I) y terminamos.

s (V2E). Sea I Fpreg2 A[X := F] obtenido de I' Fpreq2 VXA. Por H.I. se cumple
I Fprop2 VXA’ y aplicando (V?E) tenemos I Fpyop2 A’[X := F']. Finalmente por
el lema (6.2) podemos concluir I Fp,op2 A[X := F]'.

O

A la luz de la proposicién anterior debe quedar clara nuestra afirmacién previa acerca de
que diversas propiedades estructurales de Pred2 pueden estudiarse de manera mas simple y
sin perder generalidad en Prop2.

Terminamos nuestra exposicién mostrando algunas aplicaciones de la 16gica Prop2 a las
Ciencias Computacionales.

7. RELEVANCIA EN CIENCIAS DE LA COMPUTACION

La I6gica Prop2 es de gran importancia en Ciencias de la Computacién dado que corres-
ponde, bajo la correspondencia de Curry-Howard (véase [17]) al cdlculo lambda polimérfico
de segundo orden A2, también conocido como sistema F (véase [7]). Dicha correspondencia
afirma esencialmente que las derivaciones en Prop2 pueden codificarse mediante programas
del sistema F. No hablaremos mds aqui del cdlculo lambda pues lo que nos concierne en
este articulo es la l6gica. En su lugar explicamos desde el punto de vista 16gico dos de sus
mecanismos relevantes, la definicién de tipos de datos inductivos y abstractos.
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7.1. Definicion de Tipos de Datos Inductives. El método de definicion para los operado-
res 16gicos visto en la seccidn 5 puede aplicarse para definir cualquier tipo de datos definido
inductivamente. Veamos con detalle el caso de los nlimeros naturales, estructura de datos
presente en todo lenguaje de programacion. Los naturales son el predicado mas pequefio N
cerrado bajo el cero y la funcién sucesor, es decir:
= NO
» Vx(Nx — Nsx)
= Si P es un predicado tal que
e PO
e Vx(Px — Psx)
entonces Vx(Nx — Px)

De donde se obtiene la definicion en l6gica de predicados de segundo orden:
Ny ©g4er YPYx(Px — Psx) — PO — Py

Es de importancia observar que existen pruebas candnicas, llamadas normales en teoria
de la demostracion, de la férmula N¢, para cada término ¢ de la forma 0 6 s"x. Por ejemplo:

= NO se deriva asi:

1. Vx(Px— Psx), PO+ PO (Hip)
2. Vx(Px— Psx)+ PO — PO (=11
3. FVx(Px— Psx) — PO — PO (=12
4. + VPYx(Px — Psx) — PO — PO (Y°I) 3
= N0 se deriva asi
1. Vx(Px — Psx), PO+ Vx(Px — Psx) (Hip)
2. Vx(Px — Psx), PO+ PO — PsO (VE) 1, x:=0
3. Vx(Px— Psx), PO+ PO (Hip)
4. V¥x(Px — Psx), PO+ PsO (—E)2,3
5. Vx(Px — Psx) F PO — Ps0 (—1)4
6. F Vx(Px— Psx) — PO — Ps0 (=15
7. bEVYPVx(Px — Psx) — PO — Ps0 (V21) 6
= Nss0 se deriva asi:
1. Vx(Px — Psx), PO+ Vx(Px — Psx) (Hip)
2. Vx(Px — Psx), PO+ PO — PsO (VE) 1, x:=0
3. Vx(Px — Psx), PO+ PsO — Pss0 (VE) 1, x :=s0
4. Vx(Px — Psx), PO+ PO (Hip)
5. Vx(Px — Psx), PO+ PsO (— E)2,4
6. Vx(Px — Psx), POF PssO (— E) 3,5
7. Vx(Px — Psx) F PO — PssO (—1)6
8. F Vx(Px— Psx) — PO — Pss0 (=107
9. F VPVx(Px — Psx) — PO — PssO  (V*I) 8

De estos ejemplos podemos observar que cada prueba normal de una férmula Ns”x puede
obtenerse efectivamente, de manera que es posible generarla o verificarla mecanicamente,
por lo que dichas pruebas proporcionan una manera de implementar al tipo de los nimeros
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naturales en algin lenguaje de programacion identificando al nimero n con la prueba
correspondiente IT,, de la férmula Ns"0. En la prictica, en un lenguaje de programacion
utilizamos variables para programar, las cuales en la evaluacién final se sustituyen por valores
concretos, por lo que si pensamos en una implementacion resulta inadecuado usar variables
en la representacién de un tipo como los nimeros naturales nat y en la sintaxis misma
del lenguaje. Tendriamos que distinguir al menos dos clases de variables. Afortunadamente
podemos servirnos de lalégica Prop2 para eliminar las variables de primer orden, obteniendo
asi una representacion mds simple y ventajosa de los nimeros naturales. Si definimos

nat <ger Vp.(p — p) = p = p
entonces un nimero natural n» puede implementarse como una prueba candnica , de la
férmula nat. Por ejemplo:

= El cero corresponde a la siguiente derivacion my:

L. p—ppkp (Hip)
2. p—pkp—p (—1I)1
3. Flp—=p)=p—p (=12
4 Fvp(p—p)—p—p (V)3
= El uno corresponde a la siguiente derivacién my:
L. p—ppbp—p (Hip)
2. p—=pphtp (Hip)
3. p—ppkp (—E) 1,2
4., p—pkFp—p (—1)3
5. Flp—=p)—=p—p (=14
6. FVp.(p—p) —p—p (V)5
= El dos corresponde a la siguiente derivacion 7;:
L. p—=ppFp—p (Hip)
2. p—pptp (Hip)
3. p—ppkp (—E)1,2
4. p—ppkp (—E)L3
5. p—>pkp—p (—1)4
6. F(p—=p)—=p—p (=I5
7. FVp.(p—p)—p—p (VI)6

Obsérvese que estas pruebas son mas simples que las anteriores desarrolladas en Pred2 y
si bien parecen redundantes ahora sabemos que provienen de pruebas canénicas en Pred2.
En particular la prueba m, de nat en Prop2 corresponde a la prueba IT, de Ns"0 en Pred2,
pues esencialmente se tiene I, = 7,. De esta manera la 16gica Prop2 puede verse como un
prototipo de lenguaje de programacién donde las pruebas son programas, esto no es mas que
una instancia de la conocida correspondencia o isomorfismo de Curry-Howard. En particular
nuestra férmula nat corresponde al tipo de los llamados numerales de Church en el cdlculo
lambda, véase [16].

De manera similar podemos obtener férmulas para representar otras estructuras de datos
como listas y drboles:
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= Listas sobre A: la definicién inductiva de listas finitas de objetos de tipo A nos lleva
a la siguiente definicion en Pred?2

L(A)x <4 YPY2Vy(Az — Py — P(conszy)) — P(nil) — Px

donde nil es una constante que denota a la lista vacia y cons xy es un término que
denota a la funcién de construccién de listas que agrega un elemento x de A al inicio
de una lista dada y.

La férmula correspondiente en Prop2 es

list(A) @4 Vp.(A—p—p)—p—p

Obsérvese que podemos usar el poder de la cuantificacién universal proposicional
para definir un constructor genérico de listas:

list ©ger Vq¥p.(g — p—p) > p—p

= Arboles binarios sin etiquetas: Si void denota al arbol vacio y mktree a una funcién
que construye un nuevo arbol binario a partir de dos dados, entonces se define el
predicado de 4rboles binarios no etiquetados como:

Tx < gef YPNZVy(Pz — Py — P(mktreezy)) — P(void) — Px
De donde el constructor para arboles binarios no etiquetados en Prop2 es
btree &4 Vp.(p = p—p) = p—p

Los ejemplos anteriores dejan ver un patrén general, de hecho todo conjunto definido

inductivamente puede modelarse en Prop2, véase [8, 7]. Si se desea programar utilizando
estos tipos de datos, es comun usar la contraparte funcional, es decir, el cdlculo lambda F,
véase por ejemplo [14, 12], aunque también es posible programar directamente con pruebas
en Pred2, como se explica en [13, 9].
También es importante observar que el uso de las definiciones anteriores no es necesariamente
amigable por lo que se han desarrollado extensiones que simplifican el mecanismo de
definiciones inductivas tanto en la l6gica de proposiciones como en la de predicados. A este
respecto es ttil referirse a [9, 10].

7.2. Foérmulas Existenciales y Tipos de Datos Abstractos. Al igual que las formulas
universales sirven para definir tipos de datos inductivos, las existenciales nos sirven para
definir tipos de datos abstractos, los cuales son esencialmente especificaciones de un conjunto
de datos junto con diversas operaciones sobre los mismos sin importar su implementacién
especifica. La férmula 3pA modela a un tipo definido por A que involucra a cierta proposicién
P, la cual no estd disponible para el usuario, dicha p representa a una proposicioén B tal que
A[p := B es vilida, en este sentido B es una implementacién particular de p.

Veamos un ejemplo partiendo nuevamente desde la légica de predicados de segundo
orden: supéngase que se quiere especificar una pila con valores en cierto conjunto A y las
siguientes operaciones: nil que denota a la pila vacia, push que dados un elemento x de A
y una pila y construye una nueva pila agregando x al tope de y, pop que dada una pila x,
elimina el elemento en el tope y ftop que devuelve el elemento en el tope de una pila.

Una especificacion en Pred2 consta de las siguientes formulas, donde P4 x significa que
x es una pila de elementos de A:
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L] ]P)A nil
n VxVy.Ax — Pay — Py pushxy
s Vx.Pax — Py pop x
s Vx.Pax — Atop x
En esta especificacion P4 representa a una implementacion particular de las pilas, la cual
es irrelevante para un usuario en muchos casos por lo que nos bastaria con decir que tal
implementacién existe, obteniendose la férmula

3Q.0nil A
VaVyAx — Qy — Qpushxy A
Vx.0x — Qpopx A
Vx.Qx — Atop x

de donde se genera la siguiente representacion en Prop2:
pila(A) ©4r g g N (A—q—q) N (g—q) N (g — A)

Finalmente usando todo el poder de Prop2 podemos eliminar la referencia a A obteniendo
la siguiente definicion genérica de pila:

pila ©aer Vp.3q.9 N (p—q—4q) N (g—q) N (g—p)
Es pertinente observar en este momento que este uso de las férmulas existenciales es

adecuado Unicamente en la légica intuicionista donde se cumple la siguiente propiedad
constructiva:

= Sik JpA entonces - A[p := B] para algtina B € FProp

Es decir, si un existencial es védlido es que hay un testigo de €1, lo cual en particular implica
que si usamos la especificacion de pilas dada arriba es que hay una implementacidn particular
disponible. La afirmacién anterior, llamada propiedad existencial, es consecuencia directa
del teorema de normalizacién para Prop2 (véase [17]) o bien del teorema de eliminacién
de corte en un sistema con secuentes a la Gentzen, el autor desconoce y es de su interés, si
existe una prueba semdntica con modelos de Kripke o dlgebras de Heyting, como en el caso
de la propiedad disyuntiva.

Estas y otras aplicaciones de las férmulas universales y existenciales vistas como tipos
pueden estudiarse a profundidad en [14, 11].

8. COMENTARIOS FINALES

La Légica Proposicional de Segundo Orden Prop2 y su version funcional, conocida como
sistema F o0 A2, fueron desarrollados por Jean-Yves Girard en [5, 6] en el &mbito de la teoria
de la demostracion, con el propdsito de mostrar la consistencia de la aritmética de Heyting
de segundo orden HA2. Girard necesitaba un sistema notacional para las derivaciones
el cual es esencialmente el sistema F cuya introduccion permitio mostrar que Hpao L.
Independientemente, un poco mds tarde, John Reynolds redescubre el sistema con propdsitos
totalmente distintos, a saber, la formalizacién del concepto de polimorfismo en lenguajes
de programacién, véase [15]. El sistema F ha servido de base constantemente para la
investigacion de fundamentos en lenguajes de programacién y es componente esencial del
disefio de diversos lenguajes. Precisamente su importancia en Ciencias de la Computacién y
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la inexistencia, hasta donde sé, de un articulo expositorio de la contraparte puramente logica,
me han llevado a desarrollar este articulo donde no s6lo he expuesto a detalle la sintaxis y
semantica intuicionista de Prop2, también he explicado desde el punto de vista 16gico ciertas
aplicaciones computacionales relevantes. Cualquier otro comentario o pregunta se recibird
con gusto en mi direccion de correo electrénico.
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