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Mostrar un método efectivo para generar mallas de calidad en
regiones irregulares planas.
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Malla de calidad: Bahia de La Habana, Cuba
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Regiones simplemente conexas, poligonales con gran
irregularidad en su geometria.
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En particular una malla puede ser usada si se desea resolver
numericamente una EDP’s con condiciones a la frontera. En

regiones de geometria complicada los métodos analiticos no
son utiles para resolverlo.

Laplaciano con condiciones de Dirichlet

VEf(x,y) =1
f(x,y)=0 para(x, y) € 0Q

Luis Carlos Velazquez Guerrero Un sistema experimental para generar mallas no-estructuradas e



Preliminares
Motivacion

Mallas no estructuradas
Calidad

Planteamiento Central

Planteamiento del Problema

Estructurada

Las mallas son una descomposicion en piezas simples de la
region Q.
@ Mallas Estructuradas. Presentan explicitamente una
estructura de adyacencia (Diferencias Finitas)

Malla Estructurada Malla No-Estructurada
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Las mallas son una descomposicion en piezas simples de la
region Q.
@ Mallas Estructuradas. Presentan explicitamente una
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@ Mallas No-Estructuradas. Requieren el almacenamiento de la
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Para resolver por el método de Elemento Finito (FEM) una EDP
definida sobre Q se ocupa la malla para plantear un sistema de
ecuaciones sparce.

Se desea que todos y cada uno de los elementos de la malla sean lo

mas parecido posible a un tridngulo equilatero.

Puede causar error
de discretizacién

Elemento de buena
calidad

Puede causar mal
condicionamiento
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¢,Que cualid

En una triangulacién regular se pueden observar dos
cualidades de diferente indole.
@ Cualidad Topoldgica. El numero de nodos adyacentes a cada
nodo interior es siempre 6.
@ Cualidad Geométrica. El incentro y Curcincentro de cada
elemento coinciden en posicién
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¢ Qué tanto difiere la malla de tener todos los nodos interiores

de grado seis?
1 n
Et—n;‘éi_6|7

0; Grado del j-esimo nodo.
n Numero de nodos interiores.

Nodo de grado cinco Nodo de grado seis Nodo de grado-siete
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Medida de ¢

¢ Cuanto difieren malla de tener las cualidades geométricas de los triangulos

equilateros?
! Zm: (1/2 fi )
€g = — -,
m i=1 Ri

i Inradio del i-esimo elemento.
R; Circunradio del i-esimo elemento.
M Numero de elementos de la malla.

L=1/2 £<1/2 E<1/2
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Problema d

Partiendo de un triangulacion T = {A;} que cumpla que
Qn=UACQ

y posiblemente
2 (U L) = o9

de desea construir una triangulacién { A7} cuya medidas de
calidad geométrica ¢4 y topoldgica <; sean lo mas cercano
posible a 0.

Luis Carlos Velazquez Guerrero Un sistema experimental para generar mallas no-estructuradas e



Nodos Primero

Diagrama de Voronoi

Diagrama dual a Voronoi

Propiedades de la triangulacién 7 (S)
Algoritmos para la obtencién de T*(S)

Triangulaciones de Delaunay

Diferentes enfoque se han estudiado para la generacion de malla para elemento finito.

En particular usaremos un enfoque coneccién de nodos. Es decir, un enfoque que
plantea que se resuelvan secuancialmente los dos siguientes problemas
o Colocar un conjunto de nodos S, de manera que sean estos los vértices de una
triangulacion.
@ Dotar ala coleccion de nodos de una estructura de adyacencia G(S) de manera
que se tenga una triangulacién T(S).

Coleccién de Nodo S
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Para tener una triangulacion T(S) sélo se necesita que ningun
par de conectores se crucen, ademas se pide que todo
conector interior sea arista de dos elementos.

Estructura G(S) generada por barrimiento

Se puede triangular de distintas formas la coleccion de nodos, es de nuestro interes
que el angulo minimo sea lo mas grande posible por cuestiones de-calidad.
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Diagrama ©

Dada la coleccién S, es posible particionar el plano en un
numero finito de regiones poligonales convexas no
necesariamente acotadas.

Diagrama de Voronoi

Una relacién de influencia (cercania al nodo) es til para definir la particién.
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Conexién de nod

Un diagrama dual al diagrama de Voronoi puede ser definido si
conectamos cada par de nodos cuyas regiones de influencia
coinciden en més de un punto.

Caso Singular

En caso de que todos los nodos del diagrama de Voronoi sean de grado 3 el diagrama
dual sera una triangulacién del casco convexo de S, la cual recibe el nombre de
Triangulacién de Delaunay y denotaremos por T*(S).
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¢Qué hace que |

Propiedad 1

Para cualquier triangulo de T*(S) no existe un cuarto nodo de
S en el interior de su circulo circunscrito.
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Propiedad 2

El &ngulo mas agudo de la triangulacion de Delaunay es ma
grande que el angulo mas agudo de cualquier otra
triangulacion de la lista de nodo S.
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Métodos mas usuales

@ Divide y Venceras. Algoritmo recursivo con complejidad

computacional de O(n - log(n)), propiesto por Lee y
Schachter en 1980.
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Métodos mas usuales

@ Divide y Venceras. Algoritmo recursivo con complejidad
computacional de O(n - log(n)), propiesto por Lee y
Schachter en 1980.

© Trueque de Aristas. Algoritmo iterativo con complejidad
computacional de O(n?), se parte de una triangulacion
inicial.
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Métodos mas usuales

@ Divide y Venceras. Algoritmo recursivo con complejidad
computacional de O(n - log(n)), propiesto por Lee y
Schachter en 1980.

© Trueque de Aristas. Algoritmo iterativo con complejidad
computacional de O(n?), se parte de una triangulacion
inicial.

© Refinamiento de Delaunay. Algoritmo incremental con
complejidad computacional de O(n?), no es necesario
partir de una triangulacion inicial.
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Divide y Ve

Método

Dividir el conjunto Sen S; y S, de forma adecuada, encontrar
recursivamente T*(Sy) y T*(S2) y unir ambas triangulaciones
corrigiendo conectores para obtener T*(S).

Tapa Superior

1 Tapa Inferior
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Trueque de

Método

Si se sabe identificar cuando un conector coincide con un
conector de la estructura G*(S) es posible ir intercambiando
(corrigiendo) las aristas hasta tener la triangulacion T*(S).

Py L ] " aa
.. _ D,
P4 \ - SN
be o LA
2

P:
trzs 2(« 2
je=1 34

Familia de
circunferencias Trueque 2a2 Convergencia del
vacias método
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Partiendo de un subconjunto Sz C S cuya triangulacion es
elemental, se afiade otro nodo Sk, 1 = Sk U pks1 Y conecta de
la forma mas simple para generar una estructura G(S.1), a
esta ultima estructura se le aplica el método de trueque de

aristas para tener G*(Sk1).

Py Pr
A A
2 2z 7 Pz

Trueque 1 a 3, por inserciéon de nodo

Correccion en torno al nodo anadido
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S Casco convexo de S

T*(S) Triangulacién de Delaunay de S

Encaje a la region

Contemplando la geometria de €, la estructura de la malla seria la
correspondiente a
TIG(S)=T"(S)NA

Debido a
SeQ=-T'(S)e

Que da origen al problema de ajuste puesto que

*
o(Jar) #o2
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Ejemplo

Punto de partida para el ajuste, T*(S)
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Problema d

Para generar una malla de €2 no se pretende llenar la franja
Q\ T |5 con una malla mas.

El problema de ajuste plantea que la region Q2 sea mallada por
T 15 (§) reposicionando al conjunto de nodos

S={pi+5|pcS

El problema de ajuste se resuerve facilmente, pero si se desea
que gg(T |5 (S)) < eg(T |§ (S)) la dificultad aumenta.
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Un método numeérict

Se plantea un método iterativo para la solucion al problema de ajuste con calidad.
Partiendo de T |, (Sk) se debe calcular

Q 7 (Sk1)
Q@ T (Ski1) = {A € T*|paricentro(A) € Q}

vG=G(k+1)-G(K) Criterio de aceptacion de un

elemento
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El problema de malla de calidad optima

argsmin {eg(T" | (9))}

Posible cualidad del 6ptimo S*

i — pill = |lp; — Pkl =~ |lPk — pill

para todo

A,’jk eT” |Q (S*)
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A S = {(xi,yi)} se le considera como un vector 2n-dimensional, para el cual se
definiran 2 funciénes:

F(X) Fuerza de repulsion de particulas dada por G(S) = {N'}
C(x) Fuerza de retencion impuesta por Q

X1
Y1
Xi
Yi

x|
I

Xn
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A S = {(xi,yi)} se le considera como un vector 2n-dimensional, para el cual se
definiran 2 funciénes:

F(X) Fuerza de repulsion de particulas dada por G(S) = {N'}
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i X1 T - —\ A
F
Y A gg
- _ X,‘ ':,
Tl FO= | B
X.” Fx,,:(Y)
L Yn | Fyn()
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[ ] F () ] [ oa(xh) ]
! Fy1(X) Cy(x4)
x=| % E(x) — FXI.(Y) C(%) = CXI'(YI)
Yi (x) = Fyi(x) *x) = Cyi(x;)
;” Fxn(X) Cxn(Rn)
- L Fya(x) | L Cyn(Xn) |
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Generacion de mallas por ajuste a la regién

Fuerza de

Fi =
0,

- !
3
F}'/I

Fuerza de repulsién
de Nodos vecinos,

=l

(I =1Ixi = x;1l)

FJ

Xi—%
x|l

Problema de ajuste a la region
Estrategia de ajuste

Problema de optimizacion

Estrategia de obtencion del 6ptimo
Configuracion inicial de particulas Sy
Ejemplos

Si|x — x| </

Si|[x; — Xj|| >/

Suma de fuerzas

casi siempre

i F
Fix) = ¢ 2wew 1 casi o
0 si es fijo
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Fuerza de re

Si X; + Fi(X) ¢ Q se aplica una funcién de correccion para que
la fuerza esté dirigida al exterior de la region.

Ci=—(A-F)n

Luis Carlos Velazquez Guerrero Un sistema experimental para generar mallas no-estructuradas e



Problema de ajuste a la regién
Estrategia de ajuste

Problema de optimizacion
Generacion de mallas por ajuste a la regién Estrategia de obtencion del 6ptimo
Configuracion inicial de particulas Sy
Ejemplos

Ecuacioén de

Se introduce artificialmente un parametro temporal al conjunto
S = S(t) sobre el cual se plantea la siguiente ecuacion
diferencial.

El problema de Cauchy

X = F(X)+C(X) 0<t

X(ty) = Xo.

Solucion de equilibrio

Six es tal que F(X) + C(x) = 0 entonces } i Fi =0 para
todo i

Que genera una malla suave cuya estructura es Gx |q (S(X))
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Integracién n

Método de Euler hacia adelante

X(t + At) = X(t) + At - (F(X) + C(X))

Implementacién numérica

Para cada nodo se realiza el siguiente avance
Y,' «— 7,' —+ At . F,(?))
Si X es fijo, hacer
. Xj e X;— A - Fi(X))
Si x; ¢ Q, hacer
Y,’ — Y,’ + C,(Y))
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Como podemos realizar ajuste y optimizar la calidad
simultaneamente, conviene iniciar con una triangulacién que
tenga la mejor calidad posible.

. *
Rejilla regular T |a (So)
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Generacion de mallas en regiones irregulares

Origen del ¢

llustracién de las falla

Puntos Fijos en G |¢, (S(t)), ajuste reducido

Depuracion de nodos

Tratamiento de contorno por adhesién de puntos fijos a P
Suavizamiento de contorno, tratamiento 2

Convergencia

0% Poligono irregular T |a (So) T* | (S*)

inicial

Luis Carlos Velazquez Guerrero
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llustracion de las falla

Puntos Fijos en G |¢, (S(t)), ajuste reducido

Depuracion de nodos

Tratamiento de contorno por adhesién de puntos fijos a P
Generacion de mallas en regiones irregulares Suavizamiento de contorno, tratamiento 2

Convergencia
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Generacion de mallas en regiones irregulares

Eliminacién

llustracion de las falla

Puntos Fijos en G |¢, (S(t)), ajuste reducido

Depuracién de nodos

Tratamiento de contorno por adhesién de puntos fijos a P
Suavizamiento de contorno, tratamiento 2

Convergencia

092 Poligono inicial
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llustracion de las falla

Puntos Fijos en G |¢, (S(t)), ajuste reducido

Depuracion de nodos

Tratamiento de contorno por adhesién de puntos fijos a P
Generacion de mallas en regiones irregulares Suavizamiento de contorno, tratamiento 2

Convergencia

0N Poligono inicial P 9% Poligono Q por tratamiento 1
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llustracion de las falla

Puntos Fijos en G |¢, (S(t)), ajuste reducido

Depuracion de nodos

Tratamiento de contorno por adhesién de puntos fijos a P
Generacion de mallas en regiones irregulares Suavizamiento de contorno, tratamiento 2

Convergencia

Algoritmo

Sq + Tratamiento (Sq)
S «— (EﬂQ) U Sq

S «— Sp
Sfix < SQ
K «— 1

Mientras K < N, hacer
G «— G(S,T5(8))
1 «— %
F «— F(S,G;1)
Para X; € Sy

F; <0
S «— S + At F
K+« K+ 1
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llustracion de las falla

Puntos Fijos en G |¢, (S(t)), ajuste reducido

Depuracion de nodos

Tratamiento de contorno por adhesién de puntos fijos a P
Generacion de mallas en regiones irregulares Suavizamiento de contorno, tratamiento 2

Convergencia

0%, Poligono inicial
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llustracion de las falla

Puntos Fijos en G |¢, (S(t)), ajuste reducido

Depuracion de nodos

Tratamiento de contorno por adhesién de puntos fijos a P
Generacion de mallas en regiones irregulares Suavizamiento de contorno, tratamiento 2

Convergencia

Otro ejemplo, proble

Ejemplo con Sl dinamico
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o 04t
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02f 02k
i 04
0 02 04 08 08 1 o 02 04 06 08 1
T |a (So) Malla inicial T |q (S*) Malla 6ptima
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Generacion de mallas en regiones irregulares
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