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Introduccion

La tecnologia de Mallas Armoénicas-Adaptivas tienen importantes aplicaciones en la
solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales, principalmente, en los problemas de
Dinamica de Fluidos.

La generacién adaptiva de mallas se puede obtener interpretando el problema como si
se quisiera generar una malla sobre una superficie, y pidiendo que el mapeo de la superficie
al cuadrado unitario sea armoénico.

Cuando construimos una malla adaptiva sobre una region compleja la principal dificultad
es mantener su convexidad. Las técnicas basadas en mapeos armonicos nos garantizan que
de existir una malla convexa, podemos obtenerla.

La técnica de los mapeos arménicos fue introducida por Winslow en su formulacion
variacional. Cuando minimizamos el funcional de Dirichlet (o arménico) de suavidad, ase-
guramos que las lineas de la malla sean suaves tanto como sea posible.

La soluciéon numérica de las ecuaciones Euler-Lagrange asociadas a este funcional no
siempre pueden generar mallas sin doblez.

En la formulacién variacional existe un tinico mapeo armoénico, siendo uno a uno, pero
cuando lo discretizamos la propiedad de que el mapeo sea uno a uno puede perderse, debido
al error de truncacion. Para obtener un mapeo uno a uno y armonico en la discretizacion,
Charakhch’yan e Ivanenko (1988), [13], propusieron un método de barrera variacional para
la generacion de mallas en un dominio fisico sin adaptacion.

El método discreto propuesto involucra un problema de minimizacién de gran escala,
donde son los nodos al interior las incégnitas del problema. El funcional discreto presenta
de manera natural una barrera infinita, la cual asegura que todas las celdas de la malla sean
cuadrilateros convexos.

Esta aproximacion puede extenderse a mallas adaptivas cuando el funcional armoénico
se escribe sobre la superficie de la funcién de control.

Sin embargo, la forma en que Ivanenko (1988) [13], ataca el problema de optimizacién,
resulta nada préctico en regiones planas irregulares.

Recientemente, Barrera-Mota [7], desarrollaron una teoria basada en mapeos cuasi-
armoénicos para obtener de manera eficiente y a través de un método de continuaciéon una
malla suave y convexa.

Asi, mediante la aplicacién de todas estas herramientas nuestro objetivo serd resolver de
manera eficiente el problema de hallar la mejor soluciéon de una ecuacién diferencial parcial
numéricamente. Por ello, los puntos que se trataron en este trabajo son:

Capitulo 1. Revisién del Desarrollo de Generacion Numérica de Mallas, en €l se estu-
dian los funcionales clasicos para la generacion de mallas sobre regiones planas irregulares.

Capitulo 2. Estudio de Mallas Armonicas, en el cual tratamos el funcional arménico
con el cual garantizamos encontrar una malla convexa si es que esta existe.

Capitulo 3. Mallas Armdénicas-Adaptivas, en este capitulo hacemos una reformulacion
del funcional armoénico para generar mallas sobre superficies.



VI

Capitulo 4. Solucion Numérica de Ecuaciones Diferenciales Parciales, en este capitulo
resolvemos numéricamente ecuaciones diferenciales parciales, mediante el método adaptivo.

Capitulo 5. Ejemplos y Aplicaciones, capitulo en el cual presentamos una serie de ejem-
plos de mallas adaptivas y solucién de algunas ecuaciones diferenciales parciales elipticas.

Por ultimo se desarrolla un moédulo para generar de manera automatica Mallas Armonicas-
Adaptivas y la Soluciéon de EDP’s.



Capitulo 1

Generacion Numérica de Mallas
por Métodos Variacionales

1.1. Planteamiento del Problema

Dada una regién Q C IR?, descomponer §) en regiones més pequefias y simples, llamadas
celdas. Al proceso de subdivision de €2 se le conoce como Generacion de Mallas.

En este trabajo nos interesa generar mallas sobre regiones planas irregulares sin agujeros,
de tal forma que la frontera del espacio l6gico se mapee en la frontera del espacio fisico; a
tal efecto se le conoce como mapeo de frontera conforme.

1.2. Problema Continuo

El problema de la Generacion de Mallas que estamos tratando puede plantearse como
un problema de tipo continuo, el cual veremos a continuacién. La idea para obtener una
malla sobre una region plana, acotada y simplemente conexa, es hallar un mapeo de tipo
continuo que vaya del espacio 16gico en el espacio fisico.

Para aclarar esta idea supongamos que tenemos el espacio 16gico dado como el cuadrado
unitario By = [0, 1] x [0,1] y el espacio fisico, una regién plana, acotada y simplemente
conexa (). Asi el mapeo continuo

x: By — Q (1.1)

definido por x = (£, 1), y(&£,n), nos genera una malla sobre .
FEn particular, nos interesan los mapeos de frontera conforme

x(9Bs) = 09 (1.2)

es decir, que la frontera de By se mapee en la frontera de Q.
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Figura 1.1: Mapeo continuo entre By y ()

En la practica se cuenta con informacién de la region (2 a través de su frontera y a partir
de ahi construir la malla. De esta manera cuando tenemos el mapeo biyectivo y continuo
(homeomorfismo), entre las fronteras de By y 2

x : 0By — 0N} (1.3)
lo extendemos a un mapeo continuo entre regiones
x:By —Q (1.4)

Sin embargo, no cualquier mapeo es 1til, ya que en su construccion hay situaciones no
deseables para la malla, tales como

1. Que un punto dentro de By se mapee a un punto fuera de €2
2. Que mas de un punto de By se mapee al mismo punto sobre €2

Por cualquiera de los motivos anteriores, se obtendria una malla doblada, ya que el
mapeo no seria uno a uno y en consecuencia, el mapeo x no es 1til, ya que el jacobiano del
mapeo se anula. Por ello, se desea encontrar mapeos en los que el jacobiano sea distinto de
cero y asi obtener convexidad en las celdas.

Una forma de obtener el mapeo es atacando el problema como un Problema Varia-
cional Continuo e imponer la condiciéon que la malla no se doble y cumpla con algunas

caracteristicas geométricas.

En el enfoque variacional, deseamos hallar una funcién L, tal que minimice al funcional
1,1
16 = [ [ Dlawe. g, ve )dscn (1.5)

donde, L es el Lagrangiano y mide las caracteristicas geométricas de los segmentos curvilineos.

Asi, por el principio de Dirichlet, el problema de generaciéon de mallas puede ser visto
desde el calculo de variaciones como la soluciéon de un problema de minimizacién.
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Por ello, la forma de obtener ciertas caracteristicas en la malla es a través de un mapeo
conforme de B en (2, tal que minimice a I[x].
Esto es,
x* =ar min  I[x 1.6
g omin %] (1.6)

Estamos interesados en considerar propiedades que hacen que L sea continuamente
diferenciable sobre ). Dentro de las caracteristicas geométricas que se consideran en los
funcionales de un problema variacional para generar mallas se encuentran Suavidad, Tension
de los segmentos curvilineos, comportamiento del Jacobiano y Ortogonalidad de las celdas.

1.2.1. Funcional de Longitud

El funcional de longitud es uno de los llamados generadores elipticos de mallas; estos
métodos se basan en que las lineas curvilineas son solucién de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales elipticas. La ventaja de estos métodos es que las lineas curvilineas
son muy suaves, ain cuando la frontera de €2 no lo sea, otra ventaja es que si las fronteras
aparecen como condicién a la frontera del sistema de ecuaciones diferenciales, el mapeo x,
solucién del sistema eliptico, es de frontera conforme.

El funcional eliptico méas simple es el de longitud, y lo plantearemos a continuacién.
Sea
Vix =0 (1.7)

con condiciones de frontera de Dirichlet,

X(év 0) = Xb(f), X(Ov 77) = 1(77)
X(év 1) = Xt(é)v X(lv 77) = 7“(77) (18)

Por el principio de Dirichlet, transformamos el problema anterior al problema varia-
cional,

min i = 5 [ [ (172 + (191)2)dedn (1.9)

Dado x= z(&,n),y(&, 1), tenemos el funcional I;[x]
il =5 [ [ CI9a? + vyl dean (1.10)

Sustituimos ahora el valor de los vectores Vz y Vy

il =5 [ [ el + e ) Pdedn 1)

Al evaluar las normas, se tiene que,

1 r1 r1
I[x] = 5/0 /0 (ze? + a0 + ye® + y, ) dédn (1.12)
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es el funcional de longitud y mide la tensién de los segmentos curvilineos en las direcciones

§—n.

Ya que el funcional actia tanto en la linea £ como en la 7, si la regién que tenemos es
muy irregular, necesitariamos tenzar unas lineas mas que las otras y una manera de hacerlo
es introducir un peso 0 < w < 1, de forma que,

i = [ [ i+ 0w [ [ @l suaan 03)

es el funcional de longitud con peso w.

1.2.2. Funcional de Suavidad

Este funcional se fundamenta en la necesidad de generar redes no entrelazadas, es decir,
de jacobiano no cero.

Este efecto se obtiene cuando las componentes de la transformacion inversa

§=¢&(r,y), n=nz,y) (1.14)

satisfacen la ecuacién de Laplace:

v2£ = fmm + fyy =0
v2,’7 = Nz + Nyy = 0 (1.15)

Por el principio de Dirichlet, el problema que se desea resolver es

, 1
min L) = 5 [ [ (Ve + (1901]))dody (116
sujeto a las condiciones de mapeo inverso de frontera conforme.

Pero, resolver este problema no es facil por la irregularidad de €2, por ello, Brackbill y
Saltzman [8] proponen definir el funcional sobre la regién Bs, en vez de 2, ya que By es la
region plana mas sencilla en la cual podemos definir el mapeo x.

Tenemos que,

_ _ "

=4, =3

Ye e
. - 1.1

y dedy = Jd&dn.
Usando los cambios anteriores, y dado £ = £(z,y), n = n(z, y)se tiene que,
1
Lix) = 5 [ Ve + (19n]))dedy (118

1 rl 2 2 2 2
+ Te® +
- /g jé (P == ydedn (1.19)
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Entonces, el funcional de suavidad lo escribimos como

1 1 2 2
Lix = /0/0 [Vl j”vy” dédn (1.20)
1 1 2 2 2 2
_ / / TeT Ty }yﬁ U gean (1.21)
0 JO

Este funcional produce mallas con lineas curvas suaves, sin embargo sobre regiones con
fronteras no suaves, no se puede garantizar que se obtengan mallas convexas.

1.2.3. Funcional de Area

Siendo el jacobiano de la transformacion x una medida de area local sobre la regién 2.

La relacién de drea estd dada por:
dxdy = Jd&dn (1.22)

Asi, el area de la region es:

AQ) ://Qd:ndy:/ol/olegdn (1.23)

Brackbill y Saltzman [8] propusieron minimizar el jacobiano de x de manera que la
variacién de J esté sujeta a una funcién de peso w = w(§, n), es decir, minimizar el funcional

1 1
Ix] = /0 /0 w(€, )I(E,n)dedn (1.24)

el cual se conoce como Funcional de Area Ponderada; pero este funcional puede ser muy
costoso dependiendo de w(&, n) que se tiene que elegir de manera conveniente. no se conoce.

Pero, Roache y Steinberg [19] propusieron tomar a w como el jacobiano de la transfor-
macion.

Entonces,
1 1 1
Llix) =5 [ [ 32 magdn (1.25)

es el funcional de Area, mediante el cual es posible obtener uniformidad en todas sus celdas
en cuanto al area se refiera, dicha caracteristica nos garantiza que no se produzcan cambios
inesperados entre celda y celda para alguna aplicacién de la malla.
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1.2.4. Funcional de Ortogonalidad

Ahora, deseamos que las lineas curvas de la malla sean ortogonales, ya que si la malla se
usa para resolver un problema diferencial y los segmentos de la malla son ortogonales, los
términos £ — n se anulan, por lo que el sistema diferencial se vuelve mas sencillo de resolver
y asi los errores de truncamiento disminuyen.

Para garantizar que las lineas curvilineas sean ortogonales se toman los vectores tan-
gentes ¢ y n de tal manera que formen un angulo recto, para lo cual se pedira que

x¢(&,m) - xy(§,m) =0 (1.26)

Lo que nos conduce al problema variacional que consiste en minimizar:

1 st rl 1 1 1
foxd =3 x0)” - _/ / ? 1.2
(] 2/0 /O (x¢ - xp)"d&dn 5 ), (2 + yeyy)2dEdn (1.27)
conocido como el Funcional de Ortogonalidad.

1.2.5. Combinacién de funcionales

Cabe mencionar, que cada funcional mide alguna propiedad particular y si se desean
mallas con mas de una de estas propiedades, es conveniente usar combinaciones.

Roache y Steinberg [19] propusieron minimizar el funcional,
I.[x] = wi}[x] + wela[X] + wol,[X] (1.28)

sobre el conjunto de mapeos de frontera conforme x : By — (), donde I;, I,, I, son los
funcionales de longitud, area, ortogonalidad y los pesos w;, wg, w, son numeros positivos
normalizados, es decir,

W+ we + w, =1 (1.29)

correspondiendo cada peso a un porcentaje de la propiedad geométrica a observar en la
malla.

Por ejemplo, consideremos el Lagrangiano de drea en suma ponderada con el de longitud,
Lix] = wI(&)? + (1 = w)lae® + 2" + " + yy”] (1.30)

donde 0 < w < 1, que se elige dependiendo si deseamos observar mayor area de las celdas
o tenzar mas las lineas.

Otra combinacién puede ser considerar el Lagrangiano de area y ortogonalidad,
L[x] 23(5777)2+ ($§$n+y§yn)2 (1.31)

Esto es,
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L[x] = (z¢” + y*) (xy” + vy ) (1.32)

Este funcional en la practica produce mallas con celdas uniformes y lineas cercanas a la
ortogonalidad, Knupp [18].

1.3. Problema Discreto

El Problema Variacional Continuo visto anteriormente se resuelve por medio de la ob-
tencién de mallas a través de la solucién de las Ecuaciones de Euler-Lagrange, las cuales son
ecuaciones diferenciales parciales, sin embargo, una alternativa es calcular las coordenadas
de los nodos de la malla en base a las propiedades geométricas que nos interesan, estos
métodos se pueden obtener por medio de una discretizacién adecuada de los funcionales
continuos.

Definicién 1.3 Sea 2 C IR?. Una malla de frontera conforme es una subdivisién de €,
formada por un conjunto finito de celdas ¢;, tales que:

1. Q=Uq
2. 9QnNint(c;) =0, Vi
3. int(¢;) Nint(cj) =0, Vi, j
Las celdas ¢; pueden ser tridngulos o cuadrilateros.

El Método Discreto en si involucra un proceso de optimizacién sobre los nodos de la
malla y para ello es necesario contar con una numeracién adecuada de los nodos, de tal
forma que se tenga rapido acceso a las celdas; Castillo [11], propuso lo siguiente:

Consideremos () una regién definida por una colecciéon de puntos sobre su frontera 0f2,
es decir,

00 = poligono(Pq, Ps, ..., P, Pq) (1.33)

observe que el primer punto se considera en dos ocasiones para que sea un poligono cerrado.

Bajo este supuesto podemos definir una malla sobre €.

Definiciéon 1.3.1 Una malla G de dimension m X n sobre la regién poli-
gonal €2 es una coleccion

G= {PZJ|’L = 1, ceey TN, j = 1, ,’I’L}
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de puntos en el plano tales que 92 C G.
Los puntos P; ; son los nodos de la malla, incluyendo los de la frontera de (2.

De nuevo, la idea es hallar una correspondencia entre el cuadrado unitario y €2, y para

ello debemos indicar cuales representaran a los lados del cuadrado para que sean mapeados
a 0f.

La forma en que esto se hard, es dandole una orientacion en el sentido positivo de una
curva (contrario a las manecillas del reloj).

Definiremos la parte de abajo de 92, la correspondiente a los puntos
{(&,0)]0 < ¢ < 1}, como la coleccién

{P1,17P2,17 "'7Pm,1} (134)
y la parte de arriba, la correspondiente a los puntos

{(£,1)]0 < € < 1}, como

{Pm,na Pm—l,m (ERE) Pl,n} (1'35)

Asi también la parte izquierda de 952, correspondiente a los puntos
{(0,7)|0 <n < 1}, serd

{P1,17P1,27 "'7P1,n} (136)

Y la parte derecha correspondiente a los puntos
{(1,m)0<n <1} es

{Pm,l, Pm,2a ceey Pm,n} (137)

Entonces, podemos identificar a la i-ésima linea vertical como

{Pi1,Pi2,....,Pi,} (1.38)
y la j-ésima linea horizontal como
{P1;,Paj,.... P j} (1.39)

El niimero de nodos interiores de la malla es (m — 2)(n — 2)

P;;, 1<i<m,1<j<n (1.40)

Cada uno de los cuales tiene cuatro celdas alrededor de él y por consiguiente una fuerte
dependencia entre ellas.
Cada celda ¢; ; estd formada por

PijPit1;,Piy111,Pijn (1.41)
y hay (m —1)(n — 1) celdas en la malla.
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1.3.1. Procedimiento General para Obtener Métodos Discretos

Considere el problema de generar una malla en {2, mediante el mapeo x : By — ,
suponga que x se obtiene de la solucién del problema variacional

min 7 [x] (1.42)

cuyas condiciones a la frontera son

X(év 1) = Xt(é)v X(lv 77) = XT(T/) (143)

donde,
1= [ [ semdeay (144
2
Sea la celda c; j, la imagen de B; ; bajo el mapeo x, es decir,
Ci,j = X(BZ'J) (145)
X-X(fﬂ?)

Figura 1.2: Mapeo de la celda B; ; en la celda ¢; ;

Entonces el funcional I[x] se puede escribir como

mintlx] =3 [ [ f(e.ndean (1.46)
1,7 ©J

Esta vez, se aproximara el valor de la integral en funcién de los vértices de la celda c; ;.

La idea que seguiremos es aproximar el valor de la integral por medio de una funcién
bilineal r, definida por

r(,n) =P+ (Q-P){+(S-P)n+[R-(Q+S)+Ply (1.47)

tal que,

r(1,00=Q, r(0,1)=S (1.48)
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y su gradiente es

or
a—£=(Q—P)+[R—(Q+S)+P]77
g—;:(S—P)+[R—(Q+S)+P]E (1.49)

donde, P, Q, R, S, son los vértices del cuadrilatero PQRS.

Con ello, lo que haremos es aproximar el valor de la integral con este mapeo, ya que es
la funcién mas simple que mapea Bs, en el cuadrilatero PQRS, es decir,

X|Bi,j R Ly

Usaremos una féormula de cuadratura

Q

[ [ semdein ~ 70,0+ 70.0)+ £(1. 1)+ F0.1)}

~ [(P,QR,S) (1.50)

y aplicandola sobre todas las celdas B; ;, se obtiene:
=33 Fles)) (1.51)
(]

donde la celda (c; ;) se forma por los vértices
PijPit1;,Piy111,Pijn (1.52)

Ahora, se formulara la discretizacién de los funcionales continuos; r dado como el mapeo
bilineal que aproxima a x, entonces las coordenadas de los vectores z¢ y x, son:

re(0,0)0=Q—-P, re(l,1)=R-S
re(1,00=Q—-P, 1r0,1)=R-S
r,(0,00=S-P, r,(1,1)=R-Q
r,(1,00=R-Q, r,(0,1)=S—-P (1.53)
El jacobiano de r en los vértices de Bs, tiene valor:
J(0,0) =2(S, P, Q)
J(1,0) = 20(P, Q. R)
J(1,1) =20(Q, R, S)
J(0,1)=2a(R,S,P) (1.54)
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Al AZ
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Figura 1.3: Tridangulos de una celda

Figura 1.4: Tridngulo genérico de una celda

donde, PQR es el tridngulo A®) en curso y
1 )
a(A) = 3 det(Q — P,R — P) = area(P,Q,R)

Cada uno de los funcionales discretos tienen propiedades muy importantes, que a dife-
rencia de resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange, hacen esta formulacién mas sencilla, al
permitir controlar los nodos de la malla.

A continuacién, usaremos las expresiones de los funcionales continuos, una férmula de
cuadratura y la aproximacién del mapeo x por r, tal y como lo menciona el método para
obtener los funcionales discretos, posteriormente daremos una forma del funcional en térmi-

nos de todos los nodos de la malla.

A continuacién, se verd la discretizacién de cada uno de los funcionales.

1.3.2. Funcional Discreto de Longitud

De la expresion de nuestro funcional de longitud
i = [ [ (@F+ a2+ + )dedn
2
donde f = :L'g —|—:13727 + yg + y%

Es posible escribir el funcional en términos de sus celdas, esto es
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0 = [ [ e+ e
= %://B](:Eg + )+ yZ + yi)dédn
se tiene que,
//Bm‘ (:Eg + :133, + yg + y%)dédn = //Bi’j[(:ng + yg) + (33727 + y%)]dfdﬁ

Usando el hecho de aproximar al mapeo x por el mapeo bilineal r, y una férmula de
cuadratura para aproximar la integral, tenemos

J [, (el + i)

1
U 1re(0, 0)[17 + [0, 0)[[* + [[re (1, 0)[[* + Iy (1, 0)]
+ (L DI+ ey (1 DI + (e (0, DI + [|ry(0, 1))

Q

J [ (el + lxol g

Q

La aproximacion del funcional sobre PQRS, se escribe

1
//B (e + 22+ 92 +i2)dedy = 1[21Q—PIP+2]S P+ 2|[R - QI + 2R — ||’
i,J

1
= SUQ-PIP+[[S-PI’+[R- QI +[[R - S||’]

El funcional de longitud discreto es

L(P,Q,R,8S) = %[IIQ—PII2+ IR = S[[> +][S = P|* + | R~ Q| (1.55)

La expresién anterior del funcional discreto de longitud, es una discretizacion del mismo
en una celda, la que hemos nombrado como PQRS, ahora citaremos el funcional discreto
sobre todos los nodos de la malla.

zl 1j50-1

I [{Pi;}] = Z Zl ijs Pit1j> Piv1 j+1, Pij41) (1.56)
=1 j=1

Tomando en cuenta la expresién (1.55), escribimos el funcional como
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(P, Pi1j, Pis1j41. Pije1) = [[Pij; — Pijll> + |[Pig1jm1 — Pijall
+ Pije1 — Pijl? + [|Pis1,j41 — Piajl?

Este funcional sobre la celda c¢; j, es la suma del cuadrado de las longitudes de las caras
de la celda, por lo que visto como funcién de los puntos interiores F; ;, tenemos:

il—1 jl—1

IL{Pi}] =D > I (Pij) (1.57)

i=2 j=2
donde,

I; (Pig) = |[Pij = Picaj|* +Pigry = Pig|* +[[Piy = Pija* +[|Piji1 — Pigl|* (1.58)

Note que esta funcién no depende de los puntos sobre la linea ¢, con la linea j, por lo
cual,

I;(Pij) = (I[Pij—Pioyjll* +|[Pis1; — Pigll*)
+ ([P = Pijall +[Pij1 — Pijl*) (1.59)

Entonces, el funcional sobre toda la malla se puede ver como una suma de funcionales:

I, =Sy + Sy (1.60)

donde,
jl—141-1

Su=2_ D IPit1;— Pyl (1.61)

j=2 i=1

il—1 jl—1

Sv =2 > IPijp1 — Pyl (1.62)

i=2 j=1

El funcional discreto de longitud lo planteé Castillo [11], aplicando el pro-
blema de minimizacién anterior.

1.3.3. Funcional Discreto de Suavidad

En esta seccion veremos la discretizacién del funcional de suavidad sobre una celda y su
discretizacion en toda la malla. De la expresion del funcional de suavidad
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Figura 1.5: Malla de la regién M19 obtenida por el funcional de Longitud
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Figura 1.6: Malla sobre la regién UCHA obtenida por el funcional de Longitud

a4+ + v+ u;
L = [ [ ot e
Bs  TelYn — TnYe
2 2
Bo J

2 2
ij Bi; J

De nuevo, utilizando la aproximacién del mapeo bilineal r a x y usando una férmula de
cuadratura

2 2 2 2
[ e, [,
B; J B; J

}lllrs(O,O)ller||1fn(0,0)||2 [Ire(1, 0)[[+ [Iry(1, 0)[2

Q

1 3(0,0) J(1,0)
n [re (1, DI+ [|eg (LD | [Ire(0, DI + [|rq (0, DI?
J(1,1) J(0,1)

Asi, obtenemos una expresion del funcional discreto de suavidad sobre una celda
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_ 14IQ-P|F+|S—-P|*  ||Q-P|*+|R— Q]
LPQRS) = (=56 g T wa@mar
n IR—S[?+ R - Q| ||R—S||2+||S—P||2}
20(Q, R, S) 2a(R, S, P)

(1.63)

El funcional de suavidad puede ser visto por una funcién o coleccion de funciones, que
dependen tnicamente de los nodos interiores de la malla, es decir,

3
|

n

Ig ~ 5(Pijy Pit1j, Piv1 j1, Pijt1) (1.64)

% j=2

[|

o
<

[|

El problema continuo de suavidad es ahora visto como un problema de minimizacion
sobre los nodos interiores de la malla.

Como el nimero de nodos interiores es (m — 2)(n — 2), al tener mallas de dimensién
grande, se cuenta con un problema de optimizacién de gran escala. Ademads, es un problema
sin restricciones, ya que los nodos en la frontera de €2 estan fijos.

Barrera en 1992 [1], observé la configuracion de la malla como una coleccién de tridngulos
orientados, considero el funcional de suavidad como un proceso de optimizacién sobre esos
triangulos formados por las celdas de la malla y lo hizo de la manera siguiente.

Consideremos los cuatro tridngulos de la celda ¢; ;, con orientacién positiva, los deno-
minadores de (1.63), pueden ser escritos a través del area del triangulo A% como:

20(P,Q,S) =det(Q—P,S—P) = (Q - P)'J,(S—P) (1.65)

Siguiendo esta notacién, los cuatro triangulos de la celda, estan dados por

AL =AP,Q,S
AP = A(QR,P

AB) = A(R,S,Q
AW = A(S,P,R (1.66)
Entonces podemos simplificar (1.64), escribiéndola como funcién de tridngulos:
Bi; rngrg 4k:1 s

donde,
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_IP-Q|*+[R—P|]?

s(A L.
() A (1.68)
vy PQR es el tridngulo A®) en curso. Ademss,

a(A) = %det(Q _P,R—P) — drea(P,Q, R) (1.69)

Asi, la integral de suavidad es una coleccién de funciones, que dependen solamente de
los nodos interiores de la malla.

1 m—1n—1 . 1 N
Is ~ Ipg = ; S al) = 72 1s(A) (1.70)
L 2 =

donde N es el ntimero de tridngulos en la malla. El problema continuo de suavidad se
transformara en un problema de minimizacion sobre los tridngulos de la malla

[ 1.71
(r;néglps (1.71)

donde D es el conjunto de mallas sobre €2 de dimensién m X n.

eV,
=
=

Figura 1.7: Malla sobre la regién de la bahia de la Habana obtenida por el funcional de
Suavidad
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Figura 1.8: Malla sobre la regién SUD obtenida por el funcional de Suavidad
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1.3.4. Funcional Discreto de Area

FEn esta seccion haremos un estudio del funcional de area en su forma discreta, primero
observemos

=] ), Pendein=3 | (sctox,dea

Siguiendo el proceso de discretizacion, para cada celda B; j, el mapeo x lo aproximaremos
por el mapeo bilineal r, ya que como se ha mencionado antes es el mapeo méas simple, entre
dos cuadrilateros.

%Z/ (rg.]grn)zdédn
ij B

Hecho esto, usaremos una férmula de cuadratura para aproximar la integral

/ (nggxn)zdé’dn R / (rg.]grn)zdédn

%) %)

Q

[(r£(0,0)J2r,(0,0))* + (rf(1,0)Tor,(1,0))?
ri(1,1)Jory(1,1))* + (rf(0, 1)Jor, (0, 1))
[402(S,P, Q) + 40*(P,Q,R) + 402(Q, R, S) + 402(R, S, P)]

+
»-lk|>—"°‘>-l>|>—‘

Por lo tanto, el funcional discreto de drea en una celda es

I(P,Q,R,S)=a*(S,P,Q) +a*(P,Q,R) + a*(Q,R,S) + ¢*(R,S,P) (1.72)

Ahora, veamos el analisis para obtener una expresion del funcional discreto sobre toda
la malla.

m—1n—1
=> Z Pij,Piv1j, Piy1j41, Pijr1) (1.73)
:2 =2
De la expresion (1.72)
L(Pi;,Piy1;,Pit1j+1, Piji1) = &*(Piji1,Pit1j) +a?(P; ,37Pz+1,j7Pi+1,j+1)
+ (P15, Pit1j+1, Piji1) + &2 (Piy1 11, Piji1, Piy)
(1.74)

Escribimos esta expresion en términos de tridangulos
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4

Lo(Pij, Pit1 , Pigrjen, Pijpn) = 3 a(AY) (1.75)
k=1

Como es de notarse este funcional representa una suma de cuadrados, entonces se puede
interpretar el problema de minimizar 4 como una forma particular de nuestro Problema
de Minimizacién.

Geométricamente, un punto critico {P; ;} de I4 es aquél cuyos tridngulos Agk») tienen

9,
J
la misma drea, logrando asi, que las celdas ¢; ; de la malla sean uniformes.

Hagamos la consideracién de los cuatro tridngulos que pueden describirse sobre un
rectangulo. Es decir, sobre la celda ¢; ; con orientacién positiva.

Por la orientacion positiva de los tridngulos, el area se representa como
2érea(P,Q,S) = det(Q —P,S—P) = (Q — P)'Jy(S — P) (1.76)

Hecho que nos lleva a escribir la integral de area restringida a la celda B;; en forma
compacta

1
/ tldor, & pmPn?|(2drea(P, Q. 8))* + (2drea(Q, R, P))?
4,7

+ (24rea(R, S, Q))% + (24rea(S, P, R))? (1.77)

Esta expresion la podemos simplificar atin més, escribiéndola como funcién de triangulos

4
/ rg.]gr77 ~ Z o2 (AR (1.78)
Bij k=1

0]

Donde, a(A) = % det(Q—P,R—P) = area(P, Q, R); recordemos que A es el tridngulo

PQR, en cuestién.

La integral de area, esta aproximada por una funcién o colecciéon de funciones, que
dependen unicamente de los nodos interiores de la malla.

m—1n—1 4 N
k
L~Ip, =Y Y Y a?Al) =3 a?(a,) (1.79)
i=1 j=1k=1 =1

Donde N es el ntimero de tridngulos de la malla. Con ello el problema continuo de area
es ahora un problema de minimizacién excento de restricciones sobre los tridngulos de la
malla.

in I 1.
iy o 0

Con D el conjunto de mallas sobre 2 de dimensién m X n.
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Figura 1.10: Malla de la regién UCHA obtenida por el funcional de Area

1.3.5. Funcional de Ortogonalidad

Ahora, vamos a expresar el funcional continuo de ortogonalidad en términos de sus
celdas, es decir

L) = [ [ (aew + e dan

= //BQ(Xg-xn)zdgdn
= %://Bi’j(XeXn)zdédn

Aproximando al mapeo x y usando una férmula de cuadratura para la integral, tenemos

= {e(0,0) 1, (0, 0) + [re(1,0) vy (1,0)
o Ire(1, 1) 1y (1, 1)]2 + [re(0, 1) - 1y 0, 1}
Entonces, tenemos el funcional discreto de ortogonalidad como
L(P,Q,R,S) = i{[(Q -P)(S-P)P+[(Q-P)(R-Q)?
+ [(R-S)'(R-Q)+[R~-S)(S-P)} (1.81)
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Cabe mencionar que la caracteristica de ortogonalidad en una malla por si sola no es
posible, es por ello que para obtenerla es necesaria alguna combinacién. A continucacién
veremos Area-Ortogonalidad.

1.3.6. Funcional de Area—Ortogonalidad

Por ultimo usando la expresion (1.32) y expresada en términos de sus celdas
Too[x] = //B (2 + yZ) (@ + yp)dedn
2

= [ el P
Bs
= S [ [ el P
ij ? I Bii

Ahora, aproximando el mapeo y usando una féormula de cuadratura, tenemos

[ xelPlisgliPdgan = [ [ lieelley) e

= i{Hrg(O,0)||2||r77(0,0)||2—|—||r§(1,0)||2||r77(1,0)||2
+ gL )Py (1 DI + e (0, D, 0, 117}
= E{IIQ—PIIQIIS—PH”IIQ—PIIQIIR—QII2
+ [[R=S|F[R- QI +|R - S|]*|ls - P||*}

Por lo cual, el funcional discreto de area-ortogonalidad es
1
Lo(P, Q. R, S) = _{(|Q ~ P|?+[|R - S|*)([IS— P[>+ R - Q|*)} (1.82)
Cada uno de los funcionales discretos tienen propiedades muy importantes, que a dife-

rencia de resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange, hacen de esta formulacién mas sencilla,
al permitir controlar los nodos de la malla.
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Figura 1.11: Malla de la regién de la bahia de la Habana obtenida por el funcional de
Area-Ortogonalidad
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Figura 1.12: Malla de la region SUD obtenida por el funcional de Area—Ortogonalidad






Capitulo 2

Mallas Armonicas

2.1. Propiedades de las Mallas Armoénicas

El problema de generacion de mallas por mucho tiempo ha sido estudiado y se han dado
diferentes variantes para resolver el mismo. En el capitulo anterior se estudiaron métodos
para atacar este problema, tales como una formulacién variacional de los funcionales clasicos
y su discretizacion, donde se resuelve como un problema de optimizacion sobre los nodos
de la malla. En este capitulo daremos un enfoque diferente, ya que para generar mallas se
busca la solucién de una ecuacién diferencial parcial de tipo eliptica.

Recordemos que para generar una malla debemos hallar un mapeo directo x = (€, 1), y(§,n)
entre una regién 2 y el cuadrado unitario Be. Esta vez lo haremos a través de una funcién
que satisfaga el siguiente sistema de ecuaciones

Tee + Tpy =0 (2.1)
Yee + Ypy =0

Sujeto a las condiciones de frontera

(2(£,0),(£,0)) = x5(£)
(2(0,7),y(0,1)) = xi(n)
(2(£,1),5(&,1)) = x¢(§)
(z(1,n),y(1,m)) = % (n) (2:2)

El sistema anterior de ecuaciones es un sistema de tipo eliptico, es la ecuacion de Laplace,
mas aun es el sistema mas simple de este tipo, las condiciones de frontera de esta ecuacion
hacen que las fronteras de € se correspondan entre si; donde x;, = x3(§), x, = x,(n),
x; = x¢(£), x; = xy(n), representan las fronteras inferior, derecha, superior e izquierda,
respectivamente de la region.

La importancia de la ecuacion de Laplace para generar mallas radica en su simplicidad
para generar lineas suaves, ya que mediante condiciones adecuadas en la frontera de la

23
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region es posible construir sistemas curvilineos con un comportamiento especial. El enfoque
variacional nace del planteamiento de estas ecuaciones puesto que las ecuaciones de Laplace
sujetas a sus respectivas condiciones de frontera son las ecuaciones de Fuler-Lagrange del
funcional de Winslow

1 1
I, :/0 /0 (:Eg —I—yg2 —|—:13727 —I—yg)dédn (2.3)

Las funciones que satisfacen las ecuaciones de Laplace se conocen como funciones armonicas;
y el mapeo obtenido por el funcional de Winslow se le llama mapeo armdnico.

Definiciéon 2.1 Un mapeo armonico es una transformacién uno a uno de €2 sobre el
cuadrado unitario By tal que satisface las siguientes condiciones

1. La frontera de €2 se mapea sobre la frontera de Bo

x 1(0Q) = 0B,

2. Las esquinas de 2, empates de las secciones de frontera en un sentido (el sentido positi-
vo, contrario a las manecillas del reloj), se mapean sobre las esquinas correspondientes

de B2
x(1) = x4(0) = (0,0)"
xp(1) = %,(0) = (1,0)’
x,(1) = x4(0) = (1, 1)’
x¢(1) = x(0) = (0,1)°

3. Las componentes z(§,7n),y(£,n) del mapeo x son funciones arménicas en el interior
de Q2

En si, si el mapeo entre fronteras es continuo, el problema tiene solucién tnica infini-
tamente diferenciable en el interior de €2, en el caso de una regién convexa no hay mayor
complicacién, pues la malla asi generada es convexa. La convexidad es una propiedad geo-
métrica importante, ya que en aplicaciones practicas una malla que se doble no es ttil.

Veamos a continuacion como se usa el enfoque del operador de Laplace, para obtener
mallas convexas. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones de Laplace

émm + éyy =0
Naz + Nyy = 0 (2.4)

La funcién £(z,y), n(x,y) que satisface este sistema es el mapeo inverso, cuyas compo-
nentes minimizan el funcional de Winslow

I = /Q(gﬁ + o2 + € + n2)dady (2.5)
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Es decir, que el minimo se encuentra entre los mapeos armoénicos
&(x,y),n(z,y) de Q en By que satisfacen la ecuaciéon (2.4).

Las condiciones de Dirichlet estdn dadas por el mapeo inverso de las fronteras. Con
la propiedad que el mapeo inverso sea armonico es posible ver que es uno a uno y sobre,
Ivanenko [15]. Por tanto, la transformaciéon de Winslow produce mallas no dobladas. Sin
embargo, en el uso del mapeo inverso para regiones arbitrarias aun con frontera suave es
muy costoso resolver las ecuaciones de Winslow.

Para resolver este problema Roache y Steinberg [19] proponen usar la idea de Brackbill
y Saltzman [8] de transformar las ecuaciones (2.4) y resolver en el cuadrado unitario. El
cambio es el siguiente.

_ _ T

=73 &=

Ye e
.= = == 2.

con J # 0.
De nuevo, el problema de generar una malla se reduce a encontrar un mapeo directo
X : By — ) que minimice el funcional

22 4+ y? + 22 4 o2
Is(z) = /B S ey (2.7)
2

sujeto a las condiciones de frontera correspondientes y que J > 0 en el cuadrado unitario.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange para este caso son

922Tee — 2912%¢y + G110y = 0

922Yee — 2912Yen + 911Yny = 0 (2.8)
donde,
g = TF R
gi12 = TeXy+ YeYn,
g2 = o+, (2.9)

por otro lado, el Jacobiano de la transformacion es

911922 — Gio (2.10)

El siguiente paso es resolver las ecuaciones (2.8). Para resolver estas ecuaciones, Roache
y Steinberg [19] usan un esquema en diferencias finitas centrales y resuelven numéricamente
a través del Método de Relajacién Sucesiva (SOR), sin embargo los errores de truncacién
pueden producir una malla con celdas no convexas. Mas adelante veremos porque la formu-
lacién discreta de Ivanenko generaliza que la malla no se doble, si €2 es simplemente conexa.

Para obtener mallas no dobladas con propiedades geométricas interesantes usaremos la
idea de Ivanenko de discretizar el problema variacional de Winslow.
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2.2. Discretizacion del funcional de Winslow

Consideremos el funcional de Winslow en su forma continua o vectorial

ZL'2 + 2 —|—£L'2 + 2 2 2
B2 B2

J xtJ9x,,
0 1

La restriccién del funcional sobre cada celda es

2 2

xtJ Xy

con,

Siguiendo el proceso de discretizacion de los funcionales, aproximamos el funcional de
Winslow con el mapeo bilineal.

2 2

thI‘

Si consideramos una malla de m X n en By uniforme en £ y 7, los puntos de la celda
B; ;, se determinan por

i+1

i
(&ismy) = (E’E)_)P’J’ (§ir1,m5) = ( - =) = Py
i1 j+1 i j+1
(Git1smi+1) = ( m aT)—’PHLij (fivanrl):(E’T)_’PiJH

Representaremos a la celda ¢; ; como el cuadrilatero formado por los vértices P, Q, R, S
con la misma orientacién de la celda. Esto lo haremos para facilitar la notacion.

Ahora, el mapeo bilineal en B; ; y el cuadrildtero PQRS, es de la forma

(€m) = A+ B~ =)+ Cln— L)+ Dlg - D)y - ) (214
donde,
A=P
B=m(Q-P)
C=n(S-P)

D=mnR-Q+P-8)

Las derivadas parciales de r son,

=m(Q—-P)+mn(R+P—-Q—S)(n—
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=n(S—P)+mn(R+P - Q—S)(¢—

cuyos valores en las esquinas de B; ; son

re(;5.4) =m(Q—P), r,(;52)=n(S—-P)
re(f5h ) =m(Q-P), r,(FL 1) =nR-Q)
re(SEh S =m(R - 8), 1, (5L ) =n(R - Q)

Siguiendo el procedimiento de aproximar el funcional de Winslow restringido a la celda
B; j, usaremos el mapeo bilineal r, y una férmula de cuadratura para aproximar la integral
sobre B; ;

/ el + [legll® 1] e )P + G )12
B ; I'é.]g[‘n 4 (m n).]grn(% %)

p I DI e D
ré(ﬂj%)b%( mla Z)

N llfs(%7 TOI 4 [Jrg (5L, 26| 2
ry %7%1”2%(%7%)

L Ul ELIP g, 22D o)
£ (s S am, . )

Los sumandos de este funcional son

|Ire (%, n)||2+ ey (s DI~ m?||Q — P +n?||S — P||?
L) Jor, (£, L) mn(Q — P)"Jy(S — P)

re (7
%)II2 + ey (5 DI m?llQ — P + %R — QP
1

||I‘§(%, ' m’n _
(B, 430, (2L, 1) (@~ PR - Q)
[Ire(FEh SO+ lIrg (555 2P m? R — S|+ n?||R — Q]2
(B, ZEL)J, (EEL ) mn(R — S)J5(R — Q)
el ZEDI2 + [lrgl DI m? R — 8|2 + n2[|S - P 10
rt (L, 8 Jor, (4, &) mn(R —8)'J2(S — P)
El funcional de Winslow sobre B; ; es términos de P, Q, R, S es
/ vl + ol 1{m?[|Q = P[P+ n?|IS - P[>  m?|Q—P|]>+n*||R— Q]
Bi; I'g.]grn 41 mn(Q—P)J(S—-P) mn(Q — P)!J2(R — Q)
mzllR—SllernzllR—Qllz+m2||R—S||2+n2||S—PII2

mn(R — S)tJ2(R — Q) mn(R — S)tJ2(S — P)
(2.17)
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Es importante observar que esta expresion es suma de funciones, donde cada funcién
sélo depende de un tridngulo, es decir, tenemos una funcién de triangulos.

En particular, cuando m = n, la expresién anterior es como (1.63). El funcional de
Winslow se aproximé de la siguiente forma

m—1n—1

Is~Ipg= > Y ¢oP;;Pis1;,Pit1,41,Pij1)
i=1 j—1

(2.18)

Donde, ¢ es una funcién o coleccién de funciones que dependen sélo de los nodos inte-
riores de la malla. El problema de minimizacién sobre los nodos interiores de la malla que
tenemos, es un problema de optimizacion de gran escala sin restricciones porque los nodos
en la frontera de 2 estéan fijos. Ivanenko [16] utiliza un método Quasi-Newton para resolver
el sistema de ecuaciones que viene de hacer cero el gradiente en cada uno de los puntos P; ;
interiores de la malla, es decir,

oI 0. R oI

R — _ - —0 2.19
T Oy ! Oy 219
o visto en su forma explicita
ORy 114 ! ORy 14 !
TR, + 8—;(5’3J — ) + a—yy(yz;r —¥;;) =0

Ivanenko, construye una malla inicial convexa y aplica un Quasi-Newton eligiendo un
parametro 7 para actualizar la malla, pero este proceso es costoso debido a la necesidad de
una malla inicial conexa.

Barrera en 1992 [8], consideré el problema de discretizar el funcional de suavidad como
un proceso de optimizacién sobre todos los tridngulos formados por las celdas de la malla
y procedié de la siguiente manera. Consideremos los cuatro tridngulos de la celda ¢; j, con
orientacion contraria a las manecillas del reloj.

5 R 5 R

. {

A
A

Figura 2.1: Tridngulos de una celda

Q

A

A
3

P Q
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Note que los denominadores de (1.63), pueden escribirse en términos del area de cada
tridngulo. Digamos que sea el tridngulo A*) | denotado por PQS

2 drea(P,Q,S)=det(Q—-P,S—P)=(Q—-P)J2(S—P)

con esto,
AW = AP, Q,S)
A® = A(Q,R,P)
AB) = A(R,S, Q)
AW = A(S,P,R)

Usando esta notacion, se tiene que

/ el + el 1IQ-PI*+[IS-P|”  [[Q—P[>+[R—Q|?
B

y reJory T4 2 drea (P, Q,S) 2 area (Q,R,P)
L IR- SII> + IR — Q]I? n IIR— S| + 1| — P|]?
2 drea (R, S, Q) area (S,P,R)
(2.21)
Si denotamos P Qs R P
— _|_ —
A) =
Es posible simplificar la expresién (2.21) y dejarla en términos de tridngulos como
||1f§||2+||1fn||2 (b))
—_— (A 2.22
L, o, Z 7 (2.22)
donde, PQR es un tridngulo genérico A% y
1
a(A) = 3 det(Q — P,R - P) = area(P,Q,R)
Asi,
1 m—1n—1
IS ~ IDS = Z f A(k
=1 j=1
T
— Z Zf A,) (2.23)

La integral de Winslow se aproximo por una coleccién de funciones, que dependen sélo
de los nodos interiores de la malla, donde N es el nimero de tridngulos en la malla. Winslow
ahora es un problema de minimizacion sobre los tridngulos de la malla.

I 2.24
iy o 22
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D es el conjunto de mallas sobre 2 de dimensiéon m x n, un problema exento de restric-
ciones.

Sin embargo, el inconveniente de estos métodos es que hay tridngulos con area muy
pequena o negativa, tales tridangulos hacen que el funcional sea inestable, ya que el deno-
minador estaria muy cercano a cero y el valor de @ provocaria un overflow.

2.2.1. Funcional de Suavidad Discreto Regularizado

En esta seccion describiremos el procedimiento que Barrera usé para corregir este prob-
lema. El propuso una regularizaciéon del funcional, en el que un optimizador modifique los
triangulos que hacen inestable al funcional y asi ampliar el conjunto de mallas en los que el
funcional discreto puede operar. A este conjunto le llamo cuasi-convexo. Barrera procedié de
la siguiente manera.

Consideremos I(P.Q.R)
fs(P,Q,R) = m (2.25)
con
I(P,QR)=(Q—-P|*+|R—-P|] (2.26)

Es importante senalar que esta funcién la estamos considerando sobre cada triangulo.
Esta funcién para celdas casi convexas, el numerador puede tomarse como constante puesto
que no hay cambios considerables y la funcién tendria un comportamiento semejante a
1/t. El problema de considerar este caso seria que la funcién se vuelve inestable, pues el
denominador podria ser muy pequeno.

La forma en que Barrera soluciona esta situacién es correr el polo de f, de manera que
se controle el intervalo de dominio de la funcién, evitando puntos en los que « sea muy
pequeno. Si se aproxima
1
t

p(t) = (2.27)

por
a

m, si — €. <t < €c (228)

- . -
Bl)=7 sit>e y B(t) =

el polo se esta desplazando de 0 a —e¢. y esto hace que se acepten triangulos de drea pequena,
positiva o negativa. Si ¢ es continuamente diferenciable, se tiene que

1 4e
o(t)y=—, sit> o(t) = ——=, si —e.<t<e 2.29
o(t) r sit>e y @t) FEE c c ( )
La regularizacién que propone Barrera del funcional sobre tridngulos, bajo la idea de
correr el polo de fs es la siguiente

Foay LA

de l(A)
s(A)= 2a(A)’

si a(A) >e y fs(A) = mv

si —e. <alA)<e (2.30)

El factor de que tan no convexa es la malla inicial marca la pauta para determinar el
valor €. de la regularizacion de f, esté valor representa hacia donde se ha corrido el polo.
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Cuando se trabaja con regiones donde las mallas son convexas y tales que el 6ptimo es de
area uniforme, €, tendria valor

area(2)

2(m—1)(n—1) (2.31)

€c =

Para generar una malla convexa con el funcional regularizado se debe iniciar con una
malla de pocas celdas no convexas, ya que si se inicia con una malla con muchas celdas no
convexas el proceso es lento y debido a la regularizacion se tendrian resultados erréneos.
Por ello este funcional no logra generar mallas suaves y convexas de forma automatica, sin
embargo, esta idea es 1til a los métodos de optimizacién de gran escala y seria util siempre

1

que se trabaje con funcionales discretos de la forma 3.

Es importante senalar que para el funcional discreto de suavidad la orientacion de los
triangulos es muy relevante, porque a través del optimizador, buscaremos la convexidad
por medio de los tridngulos de las celdas, Barrera 1989 [1]. Las celdas no se doblaran en el
extremo si hay orientacion de los triangulos.

Una caracteristica del funcional discreto regularizado, es que logra obtener triangulos
is6sceles, Gonzalez [14]. Esta propiedad en muchos casos es importante, ya que es util para
resolver ecuaciones diferenciales en diferencias o ecuaciones diferenciales por el método de
elemento finito y aunque esta propiedad es local, por la forma parcialmente separable del
funcional, se puede hacer un estudio por subregiones de la region €2. Asi que, para regiones
regulares tendremos una buena malla, y en el caso que la regién sea irregular podemos lograr
convexidad en la malla por subregiones donde halla tridngulos cercanos a ser isésceles.

A continuacién mencionaremos la discretizacion del funcional de suavidad para mallas
que no sean uniformes, ya que no siempre se tiene esta condicién.
Supongamos que la malla en By no es uniforme. Consideremos

96(&)s 9r(m), 9:(&), qi(n)

parametrizaciones de [0, 1] en [0, 1], tales que

96(&) = g:(§)

91(n) = g(n)

esto es, que los segmentos de frontera de abajo y arriba, tienen la misma parametrizacién
y los de izquierda y derecha por igual.

Tomando a P, Q, R, S como los vértices de la celda ¢; ; en (2, escribimos

(&) = (=) a(2) = Py, (6erm) = (), (L) — Pusy

n n
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(&iv1,mj41) = (Qb(i ;1), gl(j i 1)) —Pip1jr, (&,mi41) = (gb(%), gl(j + 1)) — Pt
En este caso el mapeo bilineal entre B; ; y PQRS es
(6 m) = A+ BE— () + Clr— (L) + DE—a(Nm—a(l)  (232)
con
A =P
Q-P
B = . _
a(5EH) = (i)
S—-P
C = —5———
a(5) — (L)
D - R-Q+P-S
(g5(EL) — gu(E) (9 (5E) — (L))
Las derivadas parciales de r son
_ Q-P R+P-Q-8 J
" D D) ) - @)@ @y )
. s-P R+P-Q-8 i
T B ) B - e @) —a@) )

re(gn(5), gi(2) = A7 (Q—P),  ry(gn()
re(g(EEL), (L)) -
r&(gb(%) gl(il)

re(go() g1(5

donde,

P ES SN2 EY
g(50) — ()
Con ello, la aproximacién del funcional de Winslow restringida a B; ;, tomando el mapeo
bilineal r y usando una regla de cuadratura para aproximar la integral es

/ el |* + [lrgll> 1 [ reloo)s n(EDIP + (e () 92D
By Tedary L x9N Tary(g(h), u(E))
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N |Ire(go( 55 791(%))||2+||fn(9b(%) a(D)II?
rt(go( 55, 9u(2)Jary(gn (55, ()
N [Ire(go(5EL), g (ZED” + [[rn(go( ), ai(5) |2
rt(g( 5, gu(50)) Tory (96(55h), i (52))
N [Ire(gn(m)s (DI + [|en(ge(i)s 1 () |2
rt(go(%), gi(E2) Iory (g5 (%), i(5))
(2.33)
Asi, los sumandos de (2.33) son de la forma
lIre (95 () 9 (N 2w (9 G- g (EDI? _ (A7 90)2l1Q—PIP+(A ;" 91)* ISP
vt (o). (E)Iorn (g6 (H)ai (D) AT AT 9i(Q-P) Jx(S—P)
[Ire (98 (55L),g1(L)) 12+ Irn (9 (5EL) an (ID12 _ (A7 190)°11Q=PI*+(A; " 0)* [ R-Q1?
l‘é(gb(2;1)791(%))321‘77(%(iill)vgl(%)) AV gbA '9:(Q-P)tJ(R—Q)
lIre(gn (5,00 (ZE) 12+ Ira (9 (5E) g (HENIZ (A7 90)*[R=SIP+(A] 191)*IR—Q|”
Té(gb(%)vgz(%))bl‘n(gb(i,;l)vgl(%)) - A7 AT g (R—S)! T2 (R—Q)
[Ire (9o ()90 (EE)) 12+ rn (96 ()t (12 (A7 90)IIR=S|P+(A; ' 91)%|S—P|?
ré(gb(%)79l(%))-]21'77(9b(%)79l(%)) A;lgbﬁflgz(R—s)th(S—P)
(2.34)

Entonces, podemos escribir el funcional de Winslow sobre B; ; en términos de P, Q, R, S
como

W redary T4 AT g A gi(Q — P)LIy(S — P)
(A7'9)?1Q — P + (A7 '9)?| R — Q]
A7'gAT 91(Q - P)J2(R - Q)
(A7 g)?*[[R = S|* + (A7 '9)?| R - Q]
A7 AT gi(R - S)1J5(R - Q)

(A7 g)*[[R = S|* + (A g)?||S — P|I?

+ — — 2.35
A TgA g (R~ S)35(S - P) (2.35)

/ el 2+ [yl 1[(A7'9)’[1Q =PI + (A 'g0)*lIS — PII?
B

Finalmente, escribimos esta expresion en forma compacta.

m1n14

Z SN (AR (2.36)

zlylkl

El funcional discreto regularizado es una herramienta muy 1util en el proceso de gene-
racion de mallas, sin embargo, tiene puntos débiles, tales como que para iniciar este proceso
es necesaria una malla inicial con pocas celdas no convexas, ya que de no ser asi, el proceso
se vuelve lento y pueden aparecer resultados no deseados, en este sentido falla para obtener
mallas suaves y convexas de manera automatica.

A continuacién, presentamos algunos ejemplos de mallas armonicas.



34

MALLAS ARMONICAS

T

Figura 2.2: Malla Armoénica sobre la region M19
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Figura 2.4: Malla Armoénica sobre la regiéon SUD



Capitulo 3

Mallas Armoénicas-Adaptivas

El objetivo de este capitulo es desarrollar métodos que permitan resolver problemas que
presentan cambios bruscos en su solucion. Los métodos de adaptacién de mallas tienen apli-
caciones en areas de ingenieria o ciencias tales como electrodindmica, dinamica de fluidos,
combustién, transferencia de calor, ciencia de materiales, etc. Los fenémenos fisicos en estas
areas desarrollan soluciones singulares o casi singulares, de tal forma que en una pequena
fraccién del dominio, la solucién tiene una gran variacién. Una estrategia para resolver este
problema es la adaptacion de una malla tal que incremente la exactitud de la aproximacién
numérica y decremente el costo computacional al usar pocos puntos donde la variacién de
la solucion es pequena y muchos puntos donde la variaciéon de la solucién es grande.

En particular generaremos mallas adaptivas en dos dimensiones mediante el uso de los
mapeos armoénicos, donde los puntos de la malla se equidistribuyen a lo largo de la gréfica
de la funcién f, concentrandose donde el gradiente es grande.

3.1. Mallas Armoénicas-Adaptivas en 1-D. Principio de Equidis-
tribucion

En esta seccién vamos a generar puntos sobre la grafica de una funcién de una sola
variable f(x) tal que el mapeo sobre el intervalo paramétrico [0,1] sea arménico.

Al proceso de equidistribuir los puntos sobre la grafica de f(x) se le llama Adaptividad y
cuando pedimos que esto se haga empleando un mapeo arménico, tenemos la combinacion
de Armonicas-Adaptivas. A continuacién describimos este proceso.

El funcional de Dirichlet para esta transformacion tiene la forma

1() = /0 ' s2de = /0 20+ 2)de (3.1)

Si lo transformamos usando coordenadas de longitud de arco s, tenemos

_ [ 1+ f2dz, 3.2
sty = [+ (3.2)
S¢ = Spxe,  Se =\/1+ flae

35
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.

2= f(x) //

v_/’ Mapeo arménico
//
7

£

Dotninio paramétrico

X

dominio

Figura 3.1: Coordenadas arménicas sobre una funcién de control z = f(z).
Por otro lado, para el mapeo inverso s(§)
L.d
1= [ ($)as
1 1
- | w | e

= /l;smzngd&: Pl dg (3.3)
0

(szxe)? 0 Sgl¢

C = ti = % ent
OMmO S¢ = SxpT¢ S€ LICNE qUE Sy = ze entonces

11 1 1
1= [ cde= [
0 S¢ ¢ 0 Tey/1+ f2 ¢
Por lo tanto,

19 = [ w0+ e 5.9

(3.5)

1 1
10 = ||

son los mapeos directo e inverso, respectivamente del funcional de Dirichlet. Ahora deduz-
camos sus ecuaciones de Euler-Lagrange de la siguiente manera.

Del Célculo de variaciones tenemos un resultado que dice que si
F : R? — IR es un mapeo con derivadas parciales continuas de segundo orden,

oF oF oF

" oz’ *7 Oy(x) 57 oy ()

Fy

entonces para que una funcién y € C|a,b] minimice f; F(z,y(z),y'(z))dz sujeto a las re-
stricciones y(a) = «, y(b) = [ es necesario que se satisfaga la ecuacién de Euler-Lagrange

Byl ul@) /(@) = Ba(e,y(a), o/ (2)
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donde F5 y F3 son las derivadas parciales de F.

Ademas, si F; = 0, entonces de la ecuacién de Euler-Lagrange se cumple
y'(2)F3(2, y(x),y'(2)) — F(a,y(x),y'(x)) = constante (3.6)

En nuestro caso, para el mapeo directo (3.4) tenemos

F(¢&,a,x¢) = 2¢(1+ f7)
Como F} = Fy = 0, usamos la ecuacién (3.6)

we(2we(1+ £7)) + @ (1 + f7) = cte
Se tiene que
:Eg(l + f2) = cte

Es decir, que la ecuaciéon de Euler-Lagrange para el mapeo directo es

zen/1+ f2 = cte (3.7)

Ahora, veamos el caso del mapeo inverso

1
F(& x,m¢) =

:E§\/1 + f%dg

Aplicamos a el mapeo inverso la ecuacién (3.6)

cte

1 1
21+ 2 oz 1+ 2

La ecuacion de Euler-Lagrange para el mapeo inverso es

xen/ 1+ f2 = cte (3.8)

Observe que, las ecuaciones de Euler-Lagrange del mapeo inverso y directo son iguales.

La funcién /1 + f2 se llama funcidén de control o de monitor y es la que concentra los
puntos de la malla donde los gradientes de f son grandes y mide la longitud de arco de f.
Para controlar la concentracion de puntos en la malla una alternativa es tomar un valor
escalar que pondere la acumulacién de puntos, es decir, si tenemos un escalar ¢, > 0,

entonces f serd de la forma

f:f'ca

Ahora la forma variacional es la siguiente

(3.9)

1 1
)= |, serran®

donde, ¢, > 0 se elige de manera adecuada para el ajuste de adaptividad en los gradientes
grandes de f.

La ecuacion de Euler asociada al problema variacional es

ze\/1+ 2 f2 = cte (3.10)

conocida como ecuacién del Principio de Equidistribucion.
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3.1.1. Discretizacion del Principio de Equidistribucién

En esta seccién, asi como en los funcionales presentados anteriormente, el objetivo es
discretizar nuestro funcional de forma directa sobre los nodos de la malla, en lugar de
resolver la ecuacién de Euler.

Para ello, haremos una particién & de n + 1 puntos que estan igualmente espaciados
& = i/n del intervalo [0, 1].

Sean z; = x(&;), entonces

S

Siguiendo el proceso de discretizacién, usaremos una féormula de cuadratura de punto
medio para aproximar las integrales que aparecen en la expresiéon anterior.

Donde,

2

($§)i+l :TZ Y (fm)H-%

Con ello, se obtiene una funcién de tipo escalar F' = F'(x) sobre los nodos de la malla

n—1
1
F(x) = F(20, %1, .00, Tn—1,n) = Y (3.11)

o (Tig1 — @) /1 + C?Lffzur%

De esta forma el problema variacional es ahora un problema de minimizacion, donde las
incognitas son los puntos interiores de la malla.

Esto es,
minm17...7mn71F(X)

3.1.2. Ejemplos

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos del funcional Armoénico-Adaptivo en
una dimensién usando el método de la seccion anterior. Para ello, utilizamos las siguientes
cuatro funciones como adaptivas.

1. f(z)=(z+1)(z—0.5)(z—0.75)

o
~

X

3. f
4.  f(x) = arctan(100(z — 0.36)) + arctan(36)

(z) =
(z)
(z) = sen(47z) + 5eos(67)
(z)
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Figura 3.2: (a)Longitud de arco de la funcién adaptiva 1. (b)Distribucién de puntos igual-

mente espaciados sobre la funciéon adaptiva 1.
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Figura 3.3: (a)Distribucién adaptiva de 30 puntos sobre la grafica del ejemplo 1.
(b)Distribucién adaptiva de 50 puntos sobre la gréfica del ejemplo 1.
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Figura 3.4: (a)Longitud de arco de la funcién adaptiva 2. (b)Distribucién de puntos igual-
mente espaciados sobre la funciéon adaptiva 2.
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arc length minfmax = 0416147  mean = 0.056563 arc length minfmax = 0419193 mean = 0.033479

Figura 3.5: (a)Distribucién adaptiva de 30 puntos sobre la gréfica del ejemplo 2.
(b)Distribucién adaptiva de 50 puntos sobre la gréfica del ejemplo 2.
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1.4

0 5 10 15 20 25 a0
points iteration = 1

Figura 3.6: (a)Longitud de arco de la funcién adaptiva 3. (b)Distribucién de puntos igual-
mente espaciados sobre la funciéon adaptiva 3.

] o2 0.4 0B 0.8 1
arc length minfmax = 0.031683  mean = 2004659 arc length minfmax = 0.002912 mean = 1.225039

Figura 3.7: (a)Distribucién adaptiva de 30 puntos sobre la grafica del ejemplo 3.
(b)Distribucién adaptiva de 50 puntos sobre la gréfica del ejemplo 3.
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Figura 3.8: (a)Longitud de arco de la funcién adaptiva 4. (b)Distribucién de puntos igual-
mente espaciados sobre la funcién adaptiva 4.
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arc length minfmax = 0.023966 mean = 0.130433 arc length minfmax = 0.0145375 mean = 0077179

Figura 3.9: (a)Distribucién adaptiva de 30 puntos sobre la gréfica del ejemplo 4.
(b)Distribucién adaptiva de 50 puntos sobre la gréfica del ejemplo 4.
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A continuacién presentamos las graficas de la longitud de arco y de la distribucion de
puntos sobre la grafica de f. Esto con el objetivo de observar que estas funciones sufren
cambios bruscos en algunas zonas de su grafica, es por ello que son adecuadas para ilustrar
la adaptividad en una malla.

El siguiente paso que daremos es el de retomar esta formulacién, pero ahora en dos
dimensiones.

3.2. Mallas Armoénicas-Adaptivas en dos dimensiones

Una vez introducido el concepto de Armonicas-Adaptivas en una dimensién, en esta
seccién daremos un seguimiento de esto, pero ahora con la formulacién del funcional en dos
dimensiones.

Una forma de resolver el problema de generacién de mallas es minimizar el funcional de
Dirichlet

11
b, = /0 /0 (:Eg + yg + :13727 + y%)dédn (3.12)
Y para ello una estrategia es minimizar su funcién inversa
Py = /Q(gi + 03+ &+ ny)dedy (3.13)

El problema que tenemos planteado es el de encontrar un mapeo directo
X : By — ) que minimice el funcional de Winslow

Ul (22 4 ¢ +xp 4 yp)déd
b, = / / (g +yg Ty +yy)dedn (3.14)
0 JO

J
donde, J = x¢y, — xyye, es el Jacobiano del mapeo x = (z(&,7),y(§,n))-

Lo que haremos primero es escribir de forma compacta este funcional para generalizarlo
facilmente. Consideremos la matriz Jacobiana y su inversa

A — Te Ty ’ Al = &z _fy
Ye  Yn Nz My

G = AlA = l:nﬁ yﬁ]l:Eﬁ Ty
Ty Yn Ye Uy

Observemos,

_ TFHYE Tey + Yely
Texy +Yeyy  To+ U

De ahi, que la inversa de G es la matriz,

G-l & +n; —(&aby + May)
_(fmfy + 77m77y) 55 + 775
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El numerador del integrando del funcional (3.13) es igual a la suma de los elementos de
la diagonal de G™!, es decir, la traza de G™', por ello, expresamos a ®5 como:

<I>:/QT7~(G‘1)dQ (3.15)

Este funcional es independiente de las dimensiones, ademéas puede usarse en el caso que
Q) es una superficie. Veamos a continuacién este caso.

3.3. Generaciéon de Mallas Armonicas-Adaptivas en la Su-
perficie

El objetivo de estudiar mallas armonicas sobre superficies es desarrollar métodos que
permitan resolver problemas que presentan cambios bruscos en su solucion, tal es el caso
de la solucién de Ecuaciones Diferenciales Parciales Elipticas. Una estrategia para resolver
este problema es la adaptacion de una malla de tal forma que se incremente la exactitud de
la aproximacion numérica a la solucion y decremente el costo computacional.

La idea es hacer una reformulacién de los mapeos armonicos de tal forma que puedan
generalizarse. Para ello, recordemos la definicién de un mapeo armoénico.

Sea x : By — 2 definido por x = (x(&,n),y(&,n)) tal que

ZTeg + Ty =0

Yee +ygn =0

se tiene que x es armonico. Es decir, que es una funcién que satisface la ecuacion de Laplace.
Pensemos ahora en £ : 2 — Bs, dado por & = (&(z,y),n(x,y)) como un mapeo entre
superficies; la matriz Jacobiana de esta transformaciéon esta dada por

Nz My

es conocido que el mapeo armoénico minimiza lo que en fisica se conoce como integral de

energia
[ 114l
Q

donde ||A||F es la norma de Frobenius, ||A||% = traza(AtA).
La importancia de este enfoque esta dada en el siguiente teorema.

Teorema. Rado, Kenser y Choquet). Si & : Q — By es arménico y mapea la frontera de
Q homeomorficamente en la frontera de Bo. Entonces, £ es uno a uno

Ahora necesitamos reformular el resultado anterior en términos del mapeo inverso x =
€71 que es el que nos interesa calcular.
Usando el mapeo inverso, obtenemos
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9 ny_ J

v T
nm:jg S

con J = wey, — Tyye,
A — Llum oy
J | ye w¢
2 L. s 2 2 2 1 2
A1 = (o2 + 22 + 2 +32) = 5|1l

B = Te Ty
Ye  Yn

es la matriz Jacobiana de la transformacién x : By — 2 y entonces,

donde,

At — [ LIBIR
o© = [ NAlfpdray= [ P gacay
Q B
131
= —d¢&d
/32 g
traza(B'B)

——————=d&d

5, VAot BD) o

donde la traza(B!B) es la primera forma fundamental sobre 2 dada como una superficie
parametrizada por x y se denota como

I1(x) = traza(B'B)

y
I(x) = det(B'B)

que en nuestro caso es Ir(x) = J% y por tanto J = /I3(x), y entonces el funcional de
energia queda como:

[ L(x)
e(§) = 2 L)

Consideremos una regién Q C IR? de frontera suave y una superficie definida sobre €.
La idea es hallar un mapeo x : By — 2 uno a uno y tal que el mapeo de la superficie en Bo
sea armonico. Se puede observar la idea en la Figura 3.10.

d&dn

Analicemos el siguiente ejemplo, supongamos que la superficie estd dada paramétrica-
mente por

s:R* — IR* s =s(&n) = (x(&n),y(&n), 2(&n)

donde, &, 1 son las coordenadas sobre la superficie y asumir que el rango de la matriz

Te Ty
B=1 vy yy
ze  Zq
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armerico

B

Figura 3.10: Coordenadas Arménicas sobre la superficie z = f(z, y)

es 2, para algunos puntos &, 7. Para hallar una expresién del funcional, lo haremos a través
de la matriz Jacobiana:

¢ me ye ze || TS
B'B = vy Ye  Un
n n n Z§ z77

de donde tenemos las expresiones de la Traza y el Determinante,
I = traza(B'B)

= det(B'B)

y con ello, obtenemos otra expresion del funcional:

Liigan — [ [" Zeacan

/ / \/ (ze + ye + 2¢) (xn + Yy + 2)

Te + Ye + 26)(Tn + Yy + 2y) — (Texn + Yeyn + 2¢2n)?

Ahora, vayamos al caso en que la superficie sea la grafica de una funcion, es decir,

s:{(z,y,2)|z= f(z,y)}

El objetivo es generar una malla armonica sobre s, encontrando un mapeo v : By — sy
la forma de hacerlo es a través del enfoque variacional que tenemos para armonicas, ya que
lo primero serd hallar el mapeo x : By — €, y hacer la composicién con G que es la gréfica
de la funcién f(z,y) que genera la superficie, de tal manera que hallar  se reduciré a hacer
la composicién v = G o x.
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Asi, para la expresién del funcional, haremos la composicién de las matrices Jacobianas
Ag vy Ax:

A, = AgoAx

1 0
= o 1 l Te In ] (3.16)

N&/:[% %]F on][é?][Q;%]

! T Yy 0 1 fy [fm ny Ye  Yn

1+f9? fmfy Te Ty
Ye  Yn

fofy 1+ f2
Es importante hacer notar que cuando la funcién f(z,y) es constante, f, y f, son cero
y por tanto, tendriamos los armonicos.

_ | e we
Ty Yn

Del producto de la matriz Jacobiana A, y su transpuesta tenemos una expresién para
el determinante:

det(ALA,) = (det| "¢ T

2 2 2
, ]) U+ 10+ £)
= P+ 2+ 1)
tomando en cuenta esta expresién y las siguientes derivadas de la funcién,

2e = faTe + fyye
Zn = fm$n + fyyn
2f + 2y = (2 + wp) 7+ (W +y) fy + 2fafy(weye + zoyy)

Es posible obtener una expresion diferente del funcional ya que estamos en el caso en
que f no es constante.

ot @) )+ Wy (U )+ 2fu fy(weye + o)
o _./Q jé dedy  (3.17)

(zeyn — Tpye) 1+ 3+ 17

Hagamos un analisis de esta expresién. Los términos (1 + f2) y (1 + fj) son elementos
del funcional que ponderan al mismo, es decir, actiian como funciones de peso, logrando
controlar el comportamiento de las componentes £ y 7, ya sea para tenzar o comprimir
las lineas de la malla, por ello, decimos que en este funcional estd incluida la adaptividad
de la malla sobre la superficie, de ahi, que tengamos mallas Armonicas-Adaptivas en una
superficie.
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3.4. Ecuaciones de Euler Lagrange

Hemos planteado hasta el momento, una forma distinta del funcional que involucra la
adaptividad de una malla y el hecho que sea arménica. Por tanto, en esta seccién daremos
un método por el cual es posible resolver este problema a través de las ecuaciones de Euler
Lagrange, asi mismo, daremos su implementacion numeérica.

Escribimos las ecuaciones de Euler Lagrange para nuestro problema variacional:

_ 2 Y zJy | _
L(z) = awee — 2Bxey + YTy — I°D [— D e D | = 0

a _fmf a 1 + f2
L(y) = ayee — 2Byen + Yyyy — I°D l %% D 95 D

=0 (3.18)

donde, D= /14 f2+ f2, J=zyye — Tcyy, az:n?,—l—y%—l—fg,
B = xexy +yeyn + fefny, v=aF+yi+ fE

A continuacién daremos un procedimiento que puede usarse para resolver estas ecua-
ciones y asi obtener una malla armoénica-adaptiva.
3.4.1. Implementacién numérica

Una manera de aproximarse a la solucién de las ecuaciones de Euler Lagrange es hacerlo
sobre una malla en el cuadrado unitario, con las relaciones en diferencias finitas mas simples
siguientes

re ~ [w]ij = 0.5(Tiv1 — Tie1j), Ty = [wylij = 0.5(@ 41 — @i j-1)

Ye ~ [Yelij = 0.5(Yiv1j — Yi-15),  Yn = [Ynlij = 0.5(Yij+1 — ¥ij—1)
fe = [felij = 0.5(fiv1j — fimrg)s  fo = [folig = 0.5(fij+1 — fij-1)
wee ~ [eeliy = wir1j — 2w + i1
Yee = [Yeelij = Yit1,j — 2Yij + Yi-1,j
Ten ~ [Tenlij = 0.25(Tit1 441 — Tit1,j-1 — Tim1,j4+1 + Ti-1,j-1)
Yen = [Wenlij = 0.25(Yig1j41 — Yit1,j—1 — Yim1,j+1 T Yi-1,j—1)
Ty = [Tnglij = Tij1 — 2205 + Tija
Y = [Ymnlis = Yig+1 — 2905 + Vi
o [%]?j + [Z/n]?j + [fﬁ]zzj
B~ [$§]?j[$ﬁ]?j + [yﬁ]?j[yﬁ]?j + [fﬁ]?j[fﬁ]?j

v [wel? + el + [fel?
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Si sustituimos estas expresiones en la ecuacién (3.18), denotando L(z) y L(y) como
[L(x)]ij v [L(y)]ij, respectivamente, se tiene que las coordenadas de los nodos de la malla
(x,y)ij en el paso (I + 1) se pueden obtener a partir de la iteracién anterior I en un proceso
iterativo, es decir

[L()]s 141

I+1 _ 0
— Vi T YT

ij M (3.19)

T :$éj+7'

Las expresiones entre corchetes denotan las aproximaciones correspondientes de la ex-
presion en el nodo de la malla (7, j), en el paso [ de la iteracién. El valor del parametro de
iteracién 7 se elige en 0 < 7 < 1, usualmente 7 =0.5

Las derivadas [fz]i; ¥ [fylij en el nodo j-ésimo se evaltian con diferencias centrales.
(i = (firrg = fimr ) Wigr — vig—1) — (figer = fij—1) Wir1j — Yim14)
! (:L"i+1,j - :Ei—l,j)(yi,jﬂ - yi,j—l) - (!Ei,j+1 - ZEi,j—l)(yi-l-Lj - yi—l,j)

(fivry — firrg)@igr1 — @ij—1) — (fige1 — fij—1)(@iv1j — ®i14)
(Tit1j — @i-15)(Yig+1 — Yig—1) — (Tij+1 — ij—1)(Yit1,5 — Yi-1,4)

[fyli = —

Estas féormulas deben modificarse para los nodos de la malla, indices de ”salida”, el
dominio computacional debe reemplazarse por la frontera mas cercana. Por ejemplo, si
j =1, se debe cambiar (i, — 1) por (i,]).

Note que si, [felij = 0, entonces, [fz]ij = 0y [fylij = 0, y el método (3.19), se reduce
al método de Winslow, es decir que este puede observarse como es un caso particular de
armonicas-adaptivas.

El algoritmo de generacién de mallas armoénicas-adaptivas es el siguiente

1. Calcular los valores de la funcién control, en cada nodo de la malla. El resultado es
fij-

2. Evaluar las derivadas (fz)ij ¥ (fy)ij, en las expresiones (3.19) usando las férmulas
anteriores.

3. Hacer una iteracién y calcular nuevos valores de x;; y i;.

4. Repetir desde el paso 1, hasta convergencia.

3.5. Ejemplos

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos del funcional Arménico-Adaptivo, usan-
do la implementacién numérica de la seccién anterior inmediata.
Para ello, utilizamos las siguientes cuatro funciones como adaptivas.

1. f(z,y) =exp(—2[4(2x — 1)2 +9(2y — 1)%2 — 1])
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2. f(z,y) =exp(=5[(2y — 1) — (22 — 1)%2 +0.5])

3.

_\N

(z,y) = sen(mw(2x — 1))sen(w(2y — 1))
4. f(z,y) =sen(2mx — 4my)

A continuacién presentamos el comportamiento de los campos gradiente de cada fun-
cion, asi como las superficies de cada una de ellas. Esto con el objetivo de observar que
estas funciones sufren cambios bruscos en algunas zonas de su grafica, es por ello que son
adecuadas para ilustrar la adaptividad en una malla.
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Figura 3.11: (a)Superficie de la funcién adaptiva 1. (b)Campo gradiente de la funcién adap-
tiva 1.
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Figura 3.12: (a)Malla adaptiva de 30 x 30 del ejemplo 1. (b)Malla adaptiva de 50 x 50 del
ejemplo 1.
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Figura 3.13: (a)Superficie de la funcién adaptiva 2. (b)Campo gradiente de la funcién adap-
tiva 2.
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Observemos que utilizando Euler-Lagrange en efecto podemos lograr mallas Arménicas-
Adaptivas, sin embargo cabe mencionar que este método tiene el inconveniente que depende
del valor del parametro 7, el cual como mencionamos oscila 0 < 7 < 1 hecho que nos lleva
a un proceso de prueba y error para elegir el pardmetro que nos convenga, siendo asi un
método muy costoso en cuanto al tiempo se refiere.

3.6. Discretizacion del Problema Variacional

Ahora, discretizaremos el funcional de armonicas-adaptivas para resolver el problemas
de generacién de la malla como un problema de optimizacion sobre los nodos de la misma.
Para ello, seguiremos el procedimiento general de discretizacién de funcionales variacionales.

Con este proceso, podemos reescribir el funcional ® de la ecuacién (3.17) como una
suma de funcionales sobre cada celda B; ;

dédn  (3.20)

o Z/ (2 +2p) L+ £2) + (2 + ya) L+ f7) + 2fa fy(weye + 2qyy)

(zeyy — Tnye)\J1+ 2+ 1}

Para aproximar x usaremos el mapeo bilinel r

£(€ 1) = Pym(Py—P)(E— =) +n(Pi—P) (1 L) bmn(Py— Pyt Pr—Py) (€~ —)(—L)
(3.21)

de coordenadas:
26 ) = 21+ (a2 — 0)(E — =) + nlas —21)(n - L)
+mn(zg — x2 + 21 — 24) (€ — i.)(77 - i)
m n
y(&m) =+l — )€~ )+ nlys — )0 — )

+mn(ys —y2 + y1 — ya) (€ — i)(n - %)

Con derivadas parciales

J
ze = m(ze — x1) + mn(zs — 2 + 11 — 24) (0 — 5)

i
xy =n(rs —x1) + mn(xg —x2 + 1 — 24)(§ — E)

S <.

)

ye = m(y2 —y1) +mn(ys —y2 +y1 — ya)(n —
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7
Ynp = n(ya —y1) +mn(ys —y2 +y1 — ya)(§ — E)

Asi, o .
re( ) = mlay 1), vl ) = m(y — 1)
re " L) ey —a0), (L) = s — )
re( " ) e — ), (o, ) =Gy — )
re(— L) =y~ a), w2 = s — )
ta( ) = nlan = 21), vy L) = nlya — )
oo L) = (s — ), (S L) = g — 1)
e ) g = ), (e L) =y - )
ra( 20 = s —20), () = s — )

Consideremos la aproximaciéon del funcional ® restringida a la celda B;; usando el
mapeo bilineal r y una féormula de cuadratura simple para aproximar las integrales.

/ (2 +ap) L+ £2) + (W +yn) U+ f) + 2fufy(Teye + 2qyy)
B

i ($§yn_$ny§)\/1+f%+f§

{ (23 (P1)+a5 (P)][1+f2(P1)]+[y (P1)+yp (P[4 f (P1)]+2f2(P1) fy (P1)[z¢ (P1)ye (P1) +2n (P1)yy (P1))]
[2e(P1)yn(P1) =y (P1)ye (P1)]y/1+2(P1)+f2(P1)

dédn ~

~
~

I

["Eé(PQ)'l"’En(PQ)][1+fz(P2)]+[y§ (P2)+y; (P2)][14f; (P2)]+2 o (P2) fy(P2) [z¢(P2)ye (P2)+ay (P2)yn (P2)]
[z (P2)yy (P2) =y (P2)ye (P2)]y/1+f2(P2)+ 2 (P2)

[rg(P 3)+a; (P3)][14+ 12 (P3)|+[yZ (P3)+y; (P3)|[1+ 7 (P3)|+2f2 (P3) fy (P3) [x (P3)ye (P3) +an (P3)yn (P3)]
[2e(P3)yn (P3)—xn(P3)ye (P3)]\/1+/2(P3)+f2(P3)

[IQ(P4)+I2(P4)][1+f2(P4)]+[y§(P4)+yn(P4)][1+f2(P4)]+2fz(P4)fy(P4)[rg(P4)yg(P4)+rn(P4)yn(P4)] }
[z (P1)yy (Pa) =y (Pa)ye(Pa)]y/1+f2(Pa)+[2(Pa)

Nombramos a los integrandos del funcional como:

[@2(P1) + 22(P)][1L+ 2(P1)] + [(P1) + y2(P1)][1+ f2(Py)]
[2e(P1)yy(P1) — 2 (P1)ye(P1)]y/1 + f2(P1) + f3(P1)
2f2(P1) fy(P1)[z¢(P1)ye(P1) + 2 (P 1)y (P1)]

[2e(P1)yy(P1) — 2 (P1)ye(P1)] /1 + f2(P1) + f3(P1)

Ro=
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Fy

Fy

[22(P2) + 27 (P)][1 + f2(P2)] + [y (P2) + ya (P2)][1 + f; (P2)]
[2e(P2)yy (P2) — 2 (P2)ye(P2)] /1 + f2(P2) + fZ(P2)
2f2(P2) fy(P2)[ze(P2)ye (P2) + 2, (P2)y, (P2)]

[2e(P2)yy (P2) — 2 (P2)ye(P2)] /1 + f2(P2) + f7(P2)

=

[22(P3) + 27 (P3)][1 + f2(P3)] + [y (P3) + ya(P3)][1 + f; (P3)]
[26(P3)yy (P3) — 2 (Py)ye(Pa)] /1 + f2(P3) + f2(Py)
2f(P3) fy(P3)[ze(P3)ye(P3) + 2y (P3)yy (Ps3)]

[2¢(P3)yy(P3) — 2y(P)ye(Pa)] /1 + f2(P3) + f2(Py)

[22(Pa) + 27 (P)I[1 + f2(Pa)] + [y (Pa) + y2 (P)][1 + £ (Pa)]
[2e(Pa)yy (Pa) — 2 (Pa)ye(Pa)] /1 + f2(Pa) + f3(Pa)
2f2(Pa) fy(Pa)[ze(P1)ye (Pa) + 25 (Pa)y, (Pa)]

[2e(Pa)yy (Pa) — 2 (Pa)ye(Pa)] /1 + f2(Pa) + f2(Pa)

Asi, evaluadas las derivadas parciales, tenemos que,

[m? (g — 21)” + n?(x4 — 21)?][1+ f7(PD)] + [m*(y2 — 91)* + 0 (ya — v2)*][1 + f5 (P1)]

(
[mn(z2 — 21)(ya — y1) — mn(za — 21) (Y2 — Y1) \/1 + f2(P1) + f7(P1)
2f2(P1) fy(P1)[m?(z2 — 1) (y2 — 1) + 0% (@4 — 1) (ya — 11)]

(s = 1) (ya —y1) = mn(ea — 1) (g2 —)]y/1+ 2 (P1) + f2(P1)

[m?(z2 — 1) + n® (w3 — 22)?][1 + f2(P2)] + [m* (32 — y1)* + 12 (ys — 32)°][1 + £ (P2)]

(
[mn(zs — x1)(ys — y2) — mn(zs — x2)(y2 — Y1) \/1 + f2(P2) + f2(P2)
2fm(P2)fy(P2)[m2(:n2 —x1)(y2 —y1) +n (333 — 22)(y3 — o)

[mn(z2 — x1)(ys — y2) — mn(zs — x2)(y2 — yl)]\/l + f2(P2) + f2(P2)

[m?(z3 — 24) + 0® (23 — 22)?][1 + f2(P3)] + [m*(y3 — 9a)? + 1n*(ys — 12)°][1 + f5(P3)]

(
[mn(zs — x4)(ys — y2) — mn(zs — x2)(ys — ya) \/1 + f2(P3) + fﬁ(Ps)
2f2(P3) fy (P3)[m? (x5 — 4)(y3 — ya) + n?(z3 — 2)(y3 — y2)]

[mn(z3 — 24)(ys — y2) — mn(zs — 22)(ys — ya)] \/1 + f2(P3) + f7(P3)

[m? (23 — 24)? + 02 (24 — 21)?][1 + f2(PD)] + [m*(ys — ya)® +n?(ya — 91)?][1 + f7 (Pa)]

(
[mn(z3 — 24)(ya — y1) — mn(zs — 21)(ys — ya) \/1 + f2(P4) + f7(P4)
2fo(Py) fy(Pa)[m?(x3 — 24) (y3 — ya) + 0% (24 — 1) (s — 1))

[mn(zs — x4)(ya — y1) — mn(zs — 1) (ys — y4)]\/1 + f2(P4) + f; (Pa)
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Debemos tomar en cuenta que los Fy, k = 1, 2, 3, 4, pueden verse como:

7, — TEPRATe(Pr) + i (Py) Asr (Py) (3.22)
mn area(Ay)y/det(Ay)

Es importante hacer notar que en esta representacién del funcional la matriz Ay es la
que contiene informacién sobre la adaptividad de la malla, ya que en esta matriz estan
implicitas las funciones de peso que adaptan el funcional.

Noétese que,

Ji = ¢(Pr)yy(Pr) — 2y (Pr)ye(Pr) = drea(Ag); k=1,2,3,4

Donde,
Ay = A(P, Py, Py), Az = A(P2,P3,Py)

Ay = A(P1, Py, P3), Ay=A(P3,Py,Py)

Y

\/1 + f2(Pk) + [2(Py) = \/det(Ak)
_ [ ze(Py) o x(Pg)
rﬁ(Pk) = < yg(Pk) )7 rﬁ(Pk) = < yZ(Pk) )

Con ello, las F}, son los integrandos del funcional ® y el subindice representa el triangulo
correspondiente. Esto es.

Para
~ 1e(P)Are(Py) + 1) (P1)Ayry (Py)
! mn area(Aq)+/det(Aq)
o xe(Pr) [ m(za—x1) |
re(P1) = < ye(Py) ) N < m(y2 — y1) ) =m(Pz =Py
o 2pPr) \ _ [ n(za—mz) | _
r(P1) = < yZ(P1) ) N < m(ys — y1) ) =n(Pi—Py
A — 1+ f2(P1)  fo(P1)fy(P1)
T PP 1+ 2Py
Asi,

’I’)’Lz(Pg — Pl)tAl(Pg — Pl) + ’I’L2(P4 — Pl)tAl(P4 — Pl)
mn area(Aq)+/det(Aq)

=

Calculemos Fs,
I'é(Pg)AgI‘g(Pg) + I'%(Pg)AgI‘n(Pg)

mn area(Asy)y/det(As)

2 =
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Ao = 1 +fm2(P2) fm(P2) y(P2)
27| f(Po)fy(Py) 1+ f2(Ps
Entonces,
Py — ’I’)’L2(P2 — Pl)tAg(Pg — Pl) + ’I’L2(P3 — Pg)tAg(Pg — Pg)

mn area(Asz)y/det(As)

Para F3, tenemos:

r¢(P3)Asre(P3) + 1 (P3) Asry (Ps3)
mn area(As)y/det(As

o we®s) ) _ ( mles— )
6@9‘<w@@>‘<m@—m>>

_ zy(P3) \ _ [ n(xs—z2)
”@9—<£w@>‘<Mw—w>
)

)
1+ f2(P3)  fo(P3)fy(P3)
fo(P3) fy(P3) 14 f2(P3)

3=

’I’)’L(Pg — P4)

= ’I’L(Pg — Pg)

As =

De todo lo anterior,

[o m?(P3 — Py) A3(P3 — Py) + n*(P3 — Py) A3(P3 — Py)
’ mn area(As)y/det(As)

Para Fj, tenemos:

 rg(Py)Aure(Py) + 1) (Py) Ayr, (Py)
mn drea(Ay)/det(Ay)

_ [ ze(Pa) (w3 — 24)
re(Pa) = < ye(Py) ) < m(ys — ya) )

_ [ =y(Py) n(zy —x
eo = (s ) = (o ) =

L+ f2(Py)  fo(Pa) fy(Py)
fe(Pa) fy(Pa) 14 f2(P4)

m(Ps — Py)

Ay =

por ello,
’I’)’L2(P3 — P4)tA4(P3 — P4) + ’I’L2(P4 — Pl)tA4(P4 — Pl)

F, =
* mn area(Ay)+/det(Ay)
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Note que, si ahora pensamos en

14+f2(Pg) J2(Pr) fy(Pg)
A — \/det(Ay) \/det(Ay)
P L®Of@ 147 (Pr)
\/det(Ay) \/det(Ay)

Se tendria que det(zﬁik) =1, y con ello, reescribamos estas funciones en terminos de la
celda PQRS, de tal forma que sea mas sencillo de recordarlas.

A(P,Q,8) =" (P—Q)'A(P)(Q_P)

. n(B-P)AP)s_P)
(P-Q)!J2(S—P)

m (P—Q)J2(S—P)

_ mP-QAQP-Q) , »(Q-RI'AQ)(Q-R
B(QRP) = 208t + & e amia

m (R-S'ARR-S) , »n (Q-RI'AR)(Q-R
F3(R,S,Q) = RO m + m RS R

Fy(S,P,R) = %a?—swﬂsxR—& n (S—P)'A(8)(S_P)

—S)1,(S—P) | m (R-9)J2(S—P) (3.23)
Por lo tanto,
m—1n—1 1
¢ = Z[Fl + Fy + F3 + Fy] (3.24)
i=1 j=1
07
m—1n—1 4 1
¢ = > ;1 (3.25)
=1 j=1 k=1

Es una representacion del funcional en base a los cuatro tridngulos que se forman en
una celda, sobre toda la malla.

3.7. Representaciéon Puntual

El objetivo de esta seccion es hallar una representacion puntual del funcional, y para ello
observaremos un punto P;; y las celdas que se forman alrededor de él, como en la Figura
(3.19).

En las cuatro celdas que estdn alrededor del punto P; ;, se forman doce tridngulos que
contribuyen a este punto, como los de la Figura (3.20).

Por ello, hagamos un andlisis de la contribucién de los tridngulos en cada celda, partiendo
de q)m' =0

Contribucién de los tridngulos de la celda ¢;_; ;_1:
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Piij Pij P11
Ciyj Cij
Pl- 1 P1+ Lj
P1,]
Citj Ciji
Pl-l,]-l P1+1,]-1
Pl,_]-l

Figura 3.19: Celdas alrededor del punto P; ;

A As An Au

P P,
A Ay \ A | Ae s
/ A | A R

Figura 3.20: Contribucién de tridngulos en las celdas alrededor del punto P; ;

Los triangulos que contribuyen en esta celda son el 1, 2, 9. Hagamos nuestra asignacion:
P—Pii;1, Q=P;j1, R—P;;, S<P; 4
* El tridngulo 1 es el tridngulo correspondiente al vértice S, entonces, calculemos:
Dy = fo(S), Dy = fy(S)
®; ;=P ; + Fu(S,P,R, D,, D)
* El tridngulo 2 es el tridngulo correspondiente al vértice Q, calculamos,
Dy = f2(Q),  Dy=fy(Q)
®;j = @i+ F2(Q, R, P, Dy, Dy)
* El tridngulo 9 es el tridngulo correspondiente al vértice R, calcule,

Dm:fm(R)v Dy:fy(R)
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q>i7j = q>i7j + F3(Rv S, Q7 Dy, Dy)

Contribucién de los tridngulos de la celda ¢; ;_:

Los tridngulos que contribuyen en esta celda son el 3, 4, 10. Nuestra asignacién queda

de la siguiente manera;:

P—P;; 1, Q—Pi11,-1, R—~P;11; SP;;
* El tridngulo 3 es el tridngulo correspondiente al vértice P, calculamos:
Dy = fo(P), Dy = fy(P)
®; ;= ®;;+ F(P,Q,S, D, D)
* El tridngulo 4 es el correspondiente al vértice R, entonces necesitamos,
D, = fz(R), Dy = fy(R)
D;; =P+ F3(R, S, Q, Dy, Dy)
* El tridngulo 10 es el que corresponde al vértice S, calculamos,
Dy = fx(S), Dy = fy(S)
;= ; + Fy(S,P,R, D,, D,)

Contribucién de los tridngulos de la celda ¢; ;:
Los triangulos que contribuyen aqui son 5, 6, 11. Nuestra asignacion de los vértices es:
P—P,j, Q—Pip1;, R—Pip1;41, S<Pijn
* El tridngulo 5 es el tridngulo correspondiente al vértice Q, por ello calculemos,
Dy = f2(Q), Dy=fy(Q)
Q=& ; + F»(Q,R,P,D,, D,)
* El tridngulo 6 es el que corresponde al vértice S, calcule,
Dy = f2(8), Dy = fy(S)
®; ;= ; + Fy(S,P,R,D,, D,)
* El tridngulo 11 es el que corresponde al vértice P, por ello calculemos,
Dy = fo(P), Dy = f,(P)

<I>i7j = <I>i7j + Fl(Pv Q,S, Dy, Dy)
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Contribucién de los tridngulos de la celda ¢;_; ;:
Los triangulos que contribuyen aqui son 7, 8, 12. La asignacion de los vértices es:
P—P,_1;, Q—P;;, R—P;j11, S—P;_1;n1
* El tridngulo 7 es el tridngulo correspondiente al vértice R, por ello calculemos,
D, = f:(R), Dy =fy(R)
;i =®;; + F3(R,S,Q, D, Dy)
* El tridngulo 8 es el que corresponde al vértice P, calcule,
D, = fo(P), Dy = fy(P)
®; ;=@ + (P, Q,R, Dy, D)
* El tridngulo 12 es el que corresponde al vértice Q, por ello calculemos,
D.=f:(Q). D,=f,(Q)
®;j = @i+ F2(Q, R, P, Dy, Dy)

3.8. Derivada del Funcional

Escribamos de manera compacta las funciones Fy, Fy, F3, Fy, de (3.25) sobre la celda
PQRS, definiendo solamente

_m(P-QA(P)(P-Q)  n(S—P)A(P)S—P)

Fl(Pan S)— (P—Q)th(S—P) m (P—Q)tJ2(S_P)
(3.26)
_m(P-QAQP-Q) n(Q-R)4AQ)(Q-R)
BORP=Tpgma R m PoQnhQ-R)
(3.27)

Esto debido a que se cumple que

FI(R7 Sv Q) = F3(R7 S7 Q)

F»(S,P,R) = Fy(S,P,R)

Se observa que,
Fl(P7Q7 S):Fh(P7Q7 S)7 FQ(QvRvP):Fv(QvRvP)
F3(Rvst) :F3(Rvst)7 F4(SvP7R) :Fv(stvR)
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5 R 5 R
- {
A Ay

Al AZ
\v 3

P Q P Q

Figura 3.21: Triangulos Ay, Ao, Az, Ay
De las ecuaciones (??) y (3.17), el funcional @, es de la forma

m—1n—1
*=2 >
i=1 j=1

[Fi(A1) + Fy(A2) + Fi(Asz) + Fy(Ag)] (3.28)

=

Encontremos las derivadas parciales de ®, con respecto a los nodos interiores. Para esto,
observemos la forma que presentan las derivadas parciales de F y Fs.

S

P Q
Figura 3.22: Tridngulo PQS

Empezaremos con las derivadas parciales de Fj, respecto a P, Q, S, escribamos de
manera compacta Fj. Considerando

a(P,Q,8) = (P - Q)'J5(S - P)
I(P,Q)=(P-QA(P)(P-Q)

con esto,

m I(P,Q) n IS,P)
na(P,Q,8) maP,Q,S)
Seaa=Q—Pyb=P—S. Con ello,

Fl(Pv Q7 S) =

Fi(a,b) = " fi(a,b) + T fo(a,b)

donde,
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o bien,

at A(P)a b'A(P)b

hinlinlnd Sl b)= ——/~
athb ) f2(a7 ) athb

bil (av b) =
Por la regla de la cadena,

OF _0F 0a  0F 0b
OP  9a 0P  0b 0P

Para
6F1(a, b) . mafl(a, b) + ﬁafg(a, b)
da  n  Oa m  Oa
observemos que,
dfi(a,b) 1 dl(a) da(a,b)
da  «ala,b) | da fi(a,b) da
ol(a) = da(a,b) 0 B
9a = 2A(P)a, Oa = a(a ng) = ng
y con esto, -
afl(a, b) . 2A(P)a — f1 (a, b)ng
Ja a(a, b) (3.29)
De manera andaloga,
df2(a,b) 1 dl(b) da(a,b)
da  afa,b)| da f2(2,b) da
dl(b) da(a,b)
da 0 da J2b
Asi,
afg(a, b) . f2 (a, b)ng
da  afab) (3.30)
Con ello, escribimos
OFi(a,b) _ m2A(P)a— fi(a,b)Jab  n fo(a,b)Jsb
da a(a,b) m «afa,b)
O bien,
0Fi(a,b) B 1 m_ o~
9a = a(a’ b) [n 2A(P)a — Fl(a, b)ng] (331)
Para
6F1(a, b) . mafl(a, b) + ﬁafg(a, b)
db ~n 0Ob m 0b
Observando,
dfi(a,b) 1 [al(a) Jda(a,b)
ob " a@b) | ob @P ]
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ol(a) da(a,b)
b o R
con ello,
6f1 (a, b) . f1 (a, b)Jga
ob ~  alab) (3.32)
como,
df2(a,b) 1 dl(b) da(a,b)
9b aab) | op @Dy
y
ol(b) _ ~ Jda(a,b)
0 = 2A(P)b, T —Joa
con esto, -
dfa(a, b) _ 2A(P)b + fa(a,b)Joa (3.33)
Ob a(a,b)
Asi,
6F1(a, b) . m fl(a, b)Jga + ﬁ 2A(P)b + f2(a, b)Jga (3 34)
da ~ n  a(a,b) m a(a, b) '
6F1 (a, b) . 1 n_ -~
Por otro lado,
Oa Oa Oa
O_P__IZ’ @—12, %—0
ob ;b b
oP 7 aQ 7 as
Con esto, tenemos
OF, _ 0Fi0a  OF0b
oP Oda OP  0b 0P
_ oR _0R
N Oa Ob

Obteniendo,
aFl(Pva S) _ —1
op ~ a(P,Q,8)

Ahora bien, para %—g, tenemos

or
0Q

{24 |2@-P)

n

OF, 0a  0F; 0b
0da 0Q  0b 0Q
o0F

da

“(P-8)| - A(P.Q.9)%Q-5)}

(3.36)
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Por ello,
aFl(Pans) . 1 m - B B B
7 aP.qQs LnAPNQ-P) - FP,Q8))(P-S) (3.37)
Por ultimo para
OFy  OFida  OF 0b
9S ~ a S b oS
_ R
- b
Asi,
aFl(Pans) . 1 ﬁ - B B
oS ~ a(P,Q,S) 2mA(P)(P S) + F1(P,Q,S)J2(Q — P) (3.38)
Anélogamente,
_m(P-Q'AQP-Q)  n(Q-R)AQ)(Q-R)
F(Q,R,P)= n (P-Q)MJ(Q-R) + m (P—Q0(Q—R)
Sean

a(Qv Rv P) = (P - Q)tJ2(Q - R)
I(P.Q) = (P-QAQP-Q)
Las derivadas parciales de F5 respecto a Q, R, P son:

R

P Q

Figura 3.23: Triangulo QRP

6F2(Q7 Rv P) o 1 ~ n m
2L R (PR PR -P) 210 [LR-Q) - #Q(;;))]}
0 (Q,R,P) 1 n -
e -k [RQRPILQ-P) 22 QR Q)] @)
OF(Q,R,P) 1 m -
e — o 22iQ@-P) - RQRPLR-Q| (4
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3.8.1. Casom=mn

Para el caso en que la dimensién de la malla sea tal que m = n, el funcional ® sobre
celdas, se simplificard atin mas.

Ya que,
_ (P-Q)4AP)(P-Q)  (S-P)AP)(S-P)
APQS) = "o gms-p) T ®-Qns- P
(3.42)
_ (P-QMA(Q)(P-Q)  (Q-R)'4(Q)(Q-R)
BORP) = 5o gme-n T P-QhQ-B
(3.43)
Considerando el tridangulo PQR
Q
A
-t
Figura 3.24: Tridngulo PQR
Basta con una sola funcién para este caso,
_(P-QAP)(P-Q)  (R-P)'AP)(R-P)
QR = " g®R—P)  (P-QUR—P) (349
Notar que,

Fl(Pv Q7 S) = F(P7 Q7 S)

F2(Q7 Rv P) = F(Q7 Rv P)

Por lo anterior, el gradiente de F' es:

w _ _m [24(P)(Q+ R~ 2P) ~ F(P,Q,R)1:(Q - R)|
(3.45)
oF(P,QR) 1 i
(3.46)
OFP.QR) 1 Q)P R)+F(P,QR)IQ—P) (3.47)

OR ~a(P,Q,R)
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Es importante resaltar que si seguimos la implementacion numérica del proceso de dis-
cretizacion del funcional en su forma puntual, es posible que el area de los tridngulos sea
muy pequena, en cuyo caso la expresion del gradiente del funcional tendria problemas. Por
ello en el siguiente capitulo daremos una alternativa para resolver el problema de generacién
de mallas de forma eficiente, introduciendo el concepto de Mallas Cuasi-Armdénicas.






Capitulo 4

Solucion Numérica de Ecuaciones
Diferenciales Parciales

El objetivo del presente capitulo es aplicar la teoria anterior de generacién numérica de
mallas para resolver numéricamente problemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas
sobre regiones planas irregulares.

4.1. Planteamiento del Problema

Dada una regiéon Q C IR?, queremos resolver sobre ) la ecuacién diferencial parcial

(fe)z + (Bfa)y + (Bfya+ (Vfy)y =9 (4.1)
sujeta a
floao =h
o visto de otra forma
Lf=g

donde L es eliptica, con
floa =h

Estamos interesados en el caso en que () es una regiéon irregular. La problematica de
resolver esta ecuacion es que se desconoce la solucion exacta y por tanto la necesidad de
hallar métodos que nos proporcionen datos confiables y criterios de comparacion, por ello
la forma que proponemos es el Método Adaptivo, que a continuacién describiremos.

4.2. Método de solucion

El método adaptivo esta basado en una subdivision de € en cuadrilateros de manera
adecuada. Es decir, construir numéricamente un mapeo x : By — € de clase C' por pedazos,
tal que x(0B3) = 012, con este mapeo transformaremos la ecuacién diferencial en una

71
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B2

Figura 4.1: Transformacién del problema

ecuacién sobre Bg, usando la idea del esquema de la figura (4.1) para hacer la transformacién
del problema a las coordenas generales tomamos en cuenta la composicién de mapeos que
se ve en la figura, esto es

f=fox
f=fox!
de manera que nuestro problema original, Lf = g, es ahora
L(fox™) =g
Con ello, tenemos la ecuacion transformada
Lf=g (4.2)
en Bs, sujeto a ﬂa By = h. Nétese que ahora estamos en el espacio 1gico.
A la ecuacién (4.2) se le aplicard un método definido sobre una malla uniforme. El
problema que tenemos es obtener L, y a continuacién se hara.
4.3. Transformacion del problema
Es facil ver que L se puede expresar como
L=V (TVYf)

donde,

_|a B
e[ 0] »

Con a = a(z,y), B = B(z,y), v = v(z,y) y g = g(z,y) funciones definidas en Q. Para
hallar el operador L, consideremos la transformaciéon x = z(§,7n),y(&,n) con Jacobiano
J = z¢yy — xyye dada y para transformar la ecuacién diferencial parcial a coordenadas
generales, sean
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f&m) = f@Emn),y&n),
g&m) = g(@&n)yEmn),
algm) = alz(n).y&n)),
BE&n) = Blz(&mn), v n)),
YE&m) = (@& n),y&n) (4.4)

Aplicando la regla de la cadena, obtenemos

Jo | = | e we || Je (4.5)
I Ty Yn I
que son las derivadas parciales de f, que también las podemos expresar como

Vef = BVxf (4.6)

donde B es la matriz Jacobiana. Y ya que el Jacobiano es no cero, la transformacion es no
singular, por tanto podemos invertir el sistema

Lol 10w —ue || f
IR wr
es decir,
Vf=DB"'Vf (4.8)
o
1. . 1. "
Jz = j(fgyn _fnyﬁ)v fy = j(fnl"g —fgiﬂn) (4.9)

Es importante observar que, usando la regla del producto para derivadas y la identidad
Ten = Tpe, la ecuacion (4.9) la podemos escribir de la siguiente forma

fo = A Uimle — b} fy = ek~ Gro)e) (110

A esta forma se le conoce como la forma Conservativa o Simétrica de las derivadas

transformadas. Asf,
L=V¢-(TVe)

Ahora, procedemos a hallar la forma de los coeficientes de la ecuacion transformada. La
idea es usar las funciones genéricas a, (3, 7 a través de un esquema como el siguiente

La forma en que veremos los coeficientes v es como aquéllos que se dan bajo la trans-
formacién

U=v0X

asi, cuando indiquemos a, (3, 7 usaremos la misma idea; a = aox, 3 =(fox, 7y =7v0X.
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3

B2

Figura 4.2: Transformacién de los coeficientes

Ahora sustituimos las expresiones de la ecuacion diferencial correspondientes

af, = %(fgyn — fe)

Bfz = g(fgyn - fqyyﬁ)

By = S(Gyme — fea)
1y = Fre — o) (4.11)

nétese que el lado derecho de estas ecuaciones estd dado bajo la idea del esquema (4.2).
Con ello, usando las formas conservativas tenemos

T(afs)s +(a+f§yn fnygyn) (a-I-fgyn fnygyg)
13 n
J(BE), (ﬁ+f§y77 fnyg%) +( +fgyn fny%g)
13 n
J(35,) +( ""f&yn T yn) ( —fgyn+fnygy£)
13 n

J(Vfy)y = —(77_&%; nbe :cn)§ + (% ~Jen +f"y§ :Eg)n (4.12)

Estas son las formas Conservativas o Simétricas de las segundas derivadas. Por tanto,
si la ecuacién (4.1) se multiplica por el Jacobiano y se transforma utilizando las férmulas
(4.12), tenemos el problema con valores en la frontera transformado

(@fe)e + (Bfe)n + (Bh)e + Gh)y = § (4.13)
sujeto a,
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donde,
(&m = fgm
g&m) = J(Emg&n) (4.15)
y
a::+§H@}4%Wwﬁﬁ) (4.16)
po= —%(Jr&ygyn—ﬁ(%&yn + Typye) + Yrean) (4.17)
5 = +%(+&y§—2ﬁ$gy5+7~”ﬂ§) (4.18)

Ahora, tenemos nuestro problema transformado que esta en el espacio l6gico Bs.

4.4. Discretizacion del problema transformado

Una vez que tenemos nuestro problema transformado, haremos una discretizacién del
mismo, a través de una aproximacion de la ecuacion diferencial por un esquema en diferen-
cias finitas y asi obtener un sistema.

Lo primero que se debe hacer para aproximar la transformacién (4.13) por diferencias
finitas es formar una malla rectangular en la regién légica Bo. Sean M y N enteros positivos
y definamos los puntos de la malla (&;, ;) como

A= mj=jAn, 0<j<N (4.20)

La malla con puntos enteros indexados contiene (M + 1) x (N + 1) puntos. La transfor-
macién x = z(&, 1), y = y(§,n) lleva la malla del espacio légico a una malla x; j = (x; ;, ¥, ;)
en el espacio fisico, donde,

rij=x(&,n), vij=y&,n;), 0<i<MO0O<j<N (4.21)

La discretizacién ademas induce valores discretos para todas las variables transformadas
en un problema con valor en la frontera. Por ejemplo,

iy =H&m) = f@(&ny), u&.n) = f(@ig,vij) = fij (4.22)

Férmulas similares de la transformacion para g = g; j, ; ; = «; j, B” = Bij, Yij = Yij;
en consecuencia no es necesaria la notacién tilde. Los valores de f; ; son necesarios para
todos los puntos 0 < 7 < M, 0 < 57 < N. Estos se especifican sobre la frontera por las
condiciones de frontera

fi=0, fu; =0, 0<j<N
fio=0, fix=0, 0<i<M (4.23)
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Las variables que aparecen en la ecuacién diferencial transformada estan definidas en
términos de las variables tilde, pero ahora la tilde se ha eliminado, asi que,

fi,j = fij, 0<i<M, 0<j<N
G9ij = Jijgig, 1<i<M-—1 1<j<N-1 (4.24)

Los coeficientes @; ;, BZ j» Vi,j» e definen a continuacién usando las formulas (4.16)-(4.18).

Como antes, la ecuacion diferencial se deriva usando diferencias centrales de segundo
orden. La aproximacion de las segundas derivadas utilizan un esquema de nueve puntos,
mostrado en la figura (4.3). La primera letra corresponde a la inicial de las palabras en
inglés North, Fast, South, West y Central y se usan para denotar los coeficientes del stencil.
Ahora derivemos los términos de la diagonal (& f§)§ y (ﬁfn)?7

NW N NE

+ + +
(i1.+1) (i,7+1) (i+1,j+1)

w C E

+ + +
(#1.7) (i.7) (i+1,7)

SwW S SE

+ + +
(i1 1) (1.1 (41, 1)

Figura 4.3: Stencil en 2-D

Entonces,
(@fe)e)ig = Wijfi1j + Cijfij + Eijfivr (4.25)
donde,
Wi; = Ag? (4.26)
Cij = —(Eij+ Wij) (4.27)
Qirl

B = A;z (4.28)

ademas,

(Af)n)ig = Sijfijo1 + Cigfij + Nijfi i (4.29)
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donde,
%J’_l
Sij = A7722 (4.30)
Cij = —(Nij + Sij) (4.31)
Vit
Nij = A7722 (4.32)

Las derivadas parciales mixtas estan aproximadas en las celdas de las esquinas y se
obtienen promediando los valores de los cuatro puntos del centro:

(fe)ij =~ firy s “higgrs Tlati1 —figsg
1,7 ~
2A¢

Jivsges —fiprji t it ot —fisg i1

(f)ij = AT (4.33)

Reemplazando i por 7 + % y j por j + % tenemos una férmula calculando las derivadas
en las celdas del centro en términos de los valores en las celdas de las esquinas, por ejemplo,

5 5 e = fipn t fg — i
(ﬁf&)i+%7j+%w i+%,j+% 3 J ZJ2A£ 7 7 1,) (4'34)

Combinando (4.33) con (4.34) obtenemos el siguiente stencil de parciales mixtas:

((Bfe)n)ig + (Bf)e)i NE;jfi14

NWi,jfi—l,jﬂ

SEivjfi+1,j—1

SWivj]?i—l,j—l

Ci,jfm (4.35)

Q

+ o+ 4+

donde,

ﬁi—l—%,j—l—%

NE;j=+
i—3.0+%

MW =" ean

(4.37)
_Jitgioy
4AEAD
SW, Pty
= 4AEAD

CZ'J' = —(NEZ'J + NWZ'J' + SEZ'J' + SWZ'J) (4.40)

SE;;= (4.38)

(4.39)
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Si las férmulas previas (4.25), (4.29) y (4.35) se combinan, entonces una aproximacién
de la ecuacion diferencial (4.13) se obtiene:

Wi,jfi—Lj

Eivjfi—l—l,j

Siifij

Nivjfi,j-l—l

NEivjfi-l-l,j-l—l

NWi,jfi—l,jﬂ

SEivjfi+1,j—1

SWivj]?i—l,j—l

Ciih;, = i (4.41)

donde, las férmulas para W y FE estan en las ecuaciones (4.26)-(4.28), N y S en (4.30)-

(4.32),y NE, NW, SEy SW en (4.36)-(4.39) son correctas, mientras que el stencil central
debe redefinirse como

+ o+ + + + +

C’m = —(Nm’ + Wm’ + Sm’ + Em’ + NEZ'J' + NWM + SEZ'J' + SWZ'J) (4.42)

Para evaluar las férmulas (4.16)-(4.18) por los stencils usaremos lo siguiente:

~ 1 )
ai_%vj = +Ji—lj( + ai—%,j(yﬁ)i_%d’)
27
_ Qﬁi—%,j(iﬂn)i_%,j(yn)i_%J)
+ %-_%7j($77)?_%7j), (4-43)
5 1
ﬁz—zd—g = _J ( + OZZ—E,J—%(yﬁ)z_%d__)(yn)l_gﬂ_%)
i—5,J—35
a ﬁi_%7j_%(($§)i—%7j—%(yﬁ)i—%,j_%
+ (51771)1'—%,;'_%(1/&)@'_%73'_%)
+ v (@)1 (wg) a1, (4.44)
1
Vi3 Jij_l( + O‘i,y—%(yﬁ)z,J_%)
’ 2
— 2B 1(we); 1 (ve); 1)
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Las férmulas necesarias para calcular el coeficiente & son

Xt T

T 5 ’
("Eﬁ)i—%d = %_Ai?_lj’
(:1377)1._%0, _ Tigl — i1 —ZZZ;LJ.H _ 33@'—1,9'_1’
(We)io1, = %

Jigs = @ing )iy = We)ig i (@n)iog s (4.46)

Las féormulas necesarias para calcular el coeficiente 4 son

_ Tij t T

:Ei,j—% 2 )
_ Yij +Yij—1
Yij-3 = 9
() Tl — Ti-1j T Tigl j—1 — Ti—1,5—1
Le)ij-1 = AE ’
_ Tig — i1
(#n); ;-1 = Ay
Vi1 — Yi-15 T Yitl,5-1 — Yi-15-1
(Ye)ij-1 = AL ’
_ yZJ yl,j—l
(yn)i,j—% - An ’
Jijt = @it Wn)ijt — We)i i1 (@n)ijy (4.47)

Las formulas necesarias para calcular el coeficiente 3 son

Wiy T X1 T X1 T L1 -1

;L'Z_%J_% 4 ’
Vi T Yig—1 T Y15 T Yi-1,5-1

yi_%J’_% = 4 )
_ Tig Tt — Tic1j — Ti1,j-1

(Te)igig = 2A¢E |
Wiy T X1 T X1 — Ti—15-1

(n)ig oy = 241 |
C Yig T Yii—1 —Yi—1,5 — Yi—1,4-1

(We)i—1 ;1= SAE ,
C Yig T Y1 T Yi—15 — Yi—1,4-1

(yﬁ)i—%,j—% = 277 )

Ji_gj_% = ($§)i—%7j—%(yﬁ)i—%7j—% - (yﬁ)i_%7j—%($77)i—%7j—% (4-48)
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Las formulas necesarias para calcular el coeficiente § son

— $Z+17.7 — ':Ui_lvj

(:Eﬁ)i,j = Y ’
(ro)iy = SEG Lt
(Ye)ij = %’
(Yn)ij = %’
Jig = (@¢)ii(n)ig — (We)ij(Tn)is (4.49)

La ecuacién diferencial (4.41) se transformé para todos los puntos interiores 1 < i <
M—1,1<j < N—1. En consecuencia, hay (M —1) x (N —1) ecuaciones y (M —1) x (N —1)
incognitas f; ; = fij, 1<i<M—-1,1<j<N-1

4.5. Solucidn del sistema

Ahora que tenemos nuestro sistema

Ly frn = gn

obtenido del proceso de discretizacion de la seccién anterior, la forma de resolverlo es por
medio de un método estandar de SOR.

El método de SOR o Método de Relajaciéon Sucesiva, es un procedimiento iterativo que
acelera el método de Gauss-Seidel mediante un parametro positivo w.

Sea la matriz A,

Ua
A= Dy (4.50)

donde D4 es la diagonal de A y L, D4 son sus matrices triangulares inferior y superior,
respectivamente. Escribiendo

0 0 Ua
D = Dy , E= 0 , F= 0 (4.51)
0 Ly 0

se debe asumir que a;; # 0 para i = 1,...,n para asi obtener la nueva iteracién z**1 desde
z*. De manera més precisa, tenemos el siguiente algoritmo,

n

i1
w

2 = (1 — w)zk + _(bi ~ S agatt = Y aij:E?) (4.52)
Qi =1 j=it1
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para k> 0,7 =1,...,n. Usando las matrices,

D
P=—+E N:(%)D—F

la matriz de iteracién correspondiente es

By = (D +wE) (1 — w)D — wF]

4.6. Proceso Adaptivo

Una vez obtenida una solucién aproximada del problema lo que haremos es adaptar la
malla a la solucién. Tipicamente lo que se hace para aproximar la solucién de una ecuacion
diferencial es hacer una estimacién del error, sin embargo para nosotros eso no es un camino,
ya que en nuestros problemas se desconoce la solucién exacta y es por esto se propone una
forma de hallar una buena aproximacién de la soluciéon adaptando una malla a la solucién
de la ecuacion, esto con el objetivo de encontrar una mejor aproximacion, mediante el uso
del cdlculo del gradiente de la funcién solucién, el cual nos marcara la variacién de la
solucién y donde esta varie mas, necesitaremos mas puntos acumulados de la solucion, en
caso contrario necesitaremos pocos puntos de la solucion.

Por ello tomaremos la aproximacion fy que obtuvimos en la primera malla y ahora
usaremos fy y pensamos en la superficie (z,y, fo(z,y)), So y generamos una malla arménica
sobre esta superficie Sy, sea x}, el mapeo de By en €2 que nos da la superficie armonica sobre
S.

Repitamos ahora el proceso anterior, que nos permite construir una aproximacion a la
solucién de la ecuacién diferencial y sea fi esta nueva aproximacion.

La idea es repetir este proceso hasta que se estabilice y que nos proporcione la mejor
solucion sobre una malla de tamano dado, esta solucion puede no ser muy buena y es posible
que en algunos casos sea necesario repetir el proceso sobre una malla muy fina.






Capitulo 5

Ejemplos y Aplicaciones

5.1. Construcciéon de mallas sobre superficies

En esta seccion presentamos algunos ejemplos de cuatro funciones muy interesantes que
hacen el papel de una funcién de control o adaptiva, con la cual adaptamos las mallas de
algunas regiones planas irregulares a la funcién f. Donde f es una superficie.

Consideremos z = f(z,%) y Q C IR?. Donde tomaremos los siguientes casos para €

Q) = Habana, Gato, M19,Ucha, Cisne
Para f tenemos los siguientes casos
1. f(z,y) =exp(—8(2z — 1)% — 18(2y — 1)? + 2)?
2. f(z,y) =exp((—5(2y — 1)+ 5(2z — 1)% — 0.5))?
3. f(z,y) = 3exp((—5(2x — 1)% + (2y — 1)2))?
(z,y)

= sen(2mx — 47y)

-~
—

T,y

5.2. Construcciéon de mallas adaptivas para la obtencién de
“buenas”soluciones numéricas de algunas EDP’s

En esta seccion presentamos ejemplos de la solucién numérica de ecuaciones diferenciales
parciales del tipo

Lu=f (5.1)

sobre  que satisface la condicién de frontera u|sn = h y L es eliptica.
Para resolver estas ecuaciones usaremos el Método Adaptivo. Aqui tomaremos las re-
giones planas como
Q) = Habana, Gato, M19,Ucha, Cisne

Las ecuaciones diferenciales parciales las identificaremos por el lado derecho de cada
ecuacion

83
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Figura 5.1: (a)Malla Convexa sobre la Regiéon Habana. (b)Malla de la Habana adaptiva a
la funcién 1.

Figura 5.2: (a)Malla de la Habana adaptada a la funcién 2. (b)Malla de la Habana adaptiva
a la funcién 4.
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Figura 5.3: (a)Malla Convexa sobre la Regién Gato. (b)Malla del Gato adaptiva a la funcién

1.

Figura 5.4: (a)Malla del Gato adaptada a la funcién 2. (b)Malla del Gato adaptiva a la

funcién 3.
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Figura 5.5: (a)Malla Convexa sobre la Regién M19. (b)Malla del M19 adaptiva
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Figura 5.6: (a)Malla del M19 adaptada a la funcién 3. (b)Malla del M19 adaptiva a la
funcién 4.
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“BUENAS” SOLUCIONES NUMERICAS DE ALGUNAS EDP’s

i
N

I
Xy
Ny
Iy,

M

Figura 5.7: (a)Malla Convexa sobre la Regién del Lago de Ucha. (b)Malla del Lago Ucha

adaptivo a la funcion 1.

Figura 5.8: (a)Malla del Lago Ucha adaptada a la funcién 3. (b)Malla del Lago Ucha adap-

tiva a la funcién 4.



88 EJEMPLOS Y APLICACIONES

4. r(x

1. r(z,y) = 272(sin(rx) sin(7y))
2. r(z,y) =y
3. r(z,y) = cos(5zy)

(z,9)

= sin(x — 2y) + cos(z +y + 1)

Para elegir condiciones de frontera, el contorno de la region plana lo tendremos por pedazos,
llamados frl, fr2, fr3, fr4 que son las cuatro fronteras de cada regién. Asi, tenemos los
siguientes cuatro casos de condiciones de frontera:

1. fri=fr2=fr3d=frd=0

2. fr1=0.005sin(67wz), fr2=>5z(x—1)
fr3 =sin(2my), frd=—y(y—1)*

3. fr1=0, fr2=b5z(z—-1)
fr3=0, frd=—yly—1)4

4. frli=1, fr2=0
fr3=0, fra=0

Para hallar las soluciones de estos problemas de ecuaciones diferenciales parciales elipti-
cas hemos variado el coeficiente de adaptividad, el cual es un factor 0 < cadap < 1 de la
ecuacion de control.

Tenemos criterios de paro, es decir, un ndmero maximo de iteraciones del método de
SOR que resuelve el sistema de ecuaciones y si este nimero se rebasa, el sistema se detiene.
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Figura 5.9: (a)Malla Convexa sobre la Regién del Cisne. (b)Malla del Cisne adaptivo a la
funcién 1.
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C.Adap | Num. de iter. de SOR | Num. de iter. de sol. de EDP
0.2 1680 1
0.2 12 5
0.3 7 0
0.4 7 0
0.4 25 6
0.5 6 0
0.6 10 0
0.6 390 14
0.7 10 0
0.8 5 0
0.8 244 24

Cuadro 5.1: Resultados de la solucién de la EDP con 2.r(x,y) y para la frontera el caso 2.
sobre la region de la Habana

Otro criterio de paro es el alcanzar el nimero méximo de iteraciones que permite el
método que resuelve la ecuacion diferencial o que este método diverja.
En las siguientes tablas y figuras mostramos algunos de estos resultados.

o | i
,fy,,,,,.:l'f s
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Figura 5.10: (a)Solucién de la EDP con 2.r(x,y) y para la frontera el caso 2. sobre la regién
de la Habana. (b)Malla de la Habana adaptiva a la solucién (a)
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C.Adap | Num. de iter. de SOR | Num. de iter. de sol. de EDP
0.2 1976 1
0.2 40 5
0.3 10 0
0.4 6 0
0.4 17 9
0.5 9 0
0.6 9 0
0.6 109 15
0.7 4 0
0.8 4 0
0.8 174 24

Cuadro 5.2: Resultados de la solucién de la EDP con 3.r(x,y) y condiciones de frontera 1.
sobre la regién de la Habana

Figura 5.11: (a)Solucién de la EDP con 3.r(x,y) y condiciones de frontera 1. sobre la regién
de la Habana (b)Malla de la Habana adaptiva a la solucién (a)
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C.Adap | Num. de iter. de SOR | Num. de iter. de sol. de EDP
0.2 2535 1
0.2 139 3
0.3 7 0
0.4 7 0
0.4 443 2
0.5 7 0
0.5 75 11
0.6 5 0
0.7 445 1
0.7 17 6
0.8 5 0
0.8 55 7
0.9 6 0
1.0 3 0
1.0 43 6

Cuadro 5.3: Resultados de la solucién de la EDP con 1.r(x,y) y condiciones de frontera 1.
sobre la regién del Gato

AT

A

Eo=srmne

Figura 5.12: (a)Solucién de la EDP con 1.r(x,y) y condiciones de frontera 1. sobre la regién
del Gato (b)Malla del Gato adaptiva a la solucién (a)
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C.Adap | Num. de iter. de SOR | Num. de iter. de sol. de EDP
0.2 2307 1
0.2 11 4
0.3 6 0
0.4 2 0
0.4 127 2
0.5 8 0
0.5 114 7
0.6 4 0
0.7 8 0
0.7 44 6
0.8 6 0
0.9 5 0
0.9 11 11
1.0 4 0

Cuadro 5.4: Resultados de la solucién de la EDP con 2.r(x,y) y condiciones de frontera 1.
sobre la region del Gato

Figura 5.13: (a)Solucién de la EDP con 2.r(x,y) y condiciones de frontera 1. sobre la regién
del Gato (b)Malla del Gato adaptiva a la solucién (a)
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C.Adap | Num. de iter. de SOR | Num. de iter. de sol. de EDP
0.2 3104 1
0.2 13 6
0.3 10 0
0.4 10 0
0.4 11 23
0.5 10 0
0.6 9 0
0.6 21 24

Cuadro 5.5: Resultados de la solucién de la EDP con 1.r(x,y) y condiciones de frontera 3.
sobre la regién M19
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Figura 5.14: (a)Solucién de la EDP con 1.r(x,y) y condiciones de frontera 3. sobre la regién
M19 (b)Malla del M19 adaptiva a la solucién (a)

C.Adap | Num. de iter. de SOR | Num. de iter. de sol. de EDP
0.2 2694 1
0.2 1 12
0.3 9 0
0.4 10 0
0.4 35 24

Cuadro 5.6: Resultados de la solucién de la EDP con 3.r(x,y) y condiciones de frontera 4.
sobre la regién M19
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Figura 5.15: (a)Solucién de la EDP con 3.r(x,y) y condiciones de frontera 4. sobre la regién
M19 (b)Malla del M19 adaptiva a la solucién (a)

C.Adap | Num. de iter. de SOR | Ntum. de iter. de sol. de EDP
0.2 3100 1
0.2 201 6
0.3 6 0
0.4 7 0
0.4 20 15
0.5 10 0
0.5 15 5
0.6 10 0
0.7 9 0
0.7 14 8
0.8 9 0
0.9 10 0
0.9 11 8
1.0 10 0

Cuadro 5.7: Resultados de la solucién de la EDP con 1.r(x,y) y condiciones de frontera 4.
sobre la regién del Lago Ucha



5.2 CONSTRUCCION DE MALLAS ADAPTIVAS PARA LA OBTENCION DE
“BUENAS” SOLUCIONES NUMERICAS DE ALGUNAS EDP’s 95

by

iy
il

i

Figura 5.16: (a)Solucién de la EDP con 1.r(x,y) y condiciones de frontera 4. sobre la regién
del Lago Ucha (b)Malla de Ucha adaptiva a la solucién (a)

C.Adap | Num. de iter. de SOR | Num. de iter. de sol. de EDP
0.2 3125 1
0.2 14 6
0.3 10 0
0.4 9 0
0.4 387 24

Cuadro 5.8: Resultados de la solucién de la EDP con 4.r(x,y) y condiciones de frontera 4.
sobre la regién del Lago Ucha
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Figura 5.17: (a)Solucién de la EDP con 4.r(x,y) y condiciones de frontera 4. sobre la regién
del Lago Ucha (b)Malla de Ucha adaptiva a la solucién (a)

C.Adap | Num. de iter. de SOR | Ntum. de iter. de sol. de EDP
0.2 2408 1
0.2 533 5
0.3 7 0
0.4 7 0
0.4 16 11
0.5 10 0
0.6 8 0
0.6 92 8
0.7 6 0
0.8 6 0
0.8 14 11
0.9 8 0
0.9 34 8
1.0 9 0

Cuadro 5.9: Resultados de la solucién de la EDP con 3.r(x,y) y condiciones de frontera 1.
sobre la regién del Cisne
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Figura 5.18: (a)Solucién de la EDP con 3.r(x,y) y condiciones de frontera 1. sobre la regién
del Cisne (b)Malla del Cisne adaptiva a la solucién (a)
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Conclusiones

La Generacién Numérica de Mallas Adaptivas puede ser una herramienta ttil para re-
solver ecuaciones diferenciales parciales sobre regiones irregulares y para generar mallas
sobre superficies, sin embargo, su utilizacién no es simple, por ello, el sistema que presenta-
mos sélo es una versién experimental que muestra su viabilidad y usarlo de manera adecuada
es necesario desarrollar un conjunto de moédulos que faciliten su aplicacién a problemas mas
complicados.

En el futuro esperamos desarrollar una version que pueda ser usada en forma interactiva
por usuarios de diferentes areas de aplicacién.






101

Apéndice

Manual Operativo de un Sistema
Resolvedor de EDP para PC
Windows

Basados en los requerimientos de un sistema resolvedor automdtico de ecuaciones dife-
renciales parciales se ha desarrollado un sistema para PC Windows. A continuacién de-
scribimos sus componentes y el modo de uso.

C. Diseno e Interfase del Usuario

C.1. Sobre el diseno

El sistema resolvedor automaético de ecuaciones diferenciales parciales es un paquete
computacional, que resuelve de manera eficiente el problema de generar mallas armoénicas-
adaptivas y de ecuaciones diferenciales parciales elipticas sobre regiones planas irregulares
planas y acotadas.

El sistema se ha disenado para que sea automatico bajo la idea de que con muy pocas
opciones de tecla sea posible obtener la soluciéon de una ecuacion diferencial parcial eliptica
sobre una region, siempre que esta exista. Para el despliegue grafico se hace uso de las
herramientas de graficacion de UNAMALLA para Matlab y Surfer 8.

Los lenguajes de programacion empleados para las rutinas de optimizacion, del generador
de mallas y el resolvedor de ecuaciones diferenciales parciales estan escritas en Fortran.

Este sistema permite trabajar mallas convexas de regiones planas y acotadas para re-
solver sobre ellas ecuaciones diferenciales parciales elipticas.

El sistema fue disenado para el ambiente de trabajo Windows MS y ha sido probado
con éxito para PC Windows y Windows XP. La forma de trabajo con el sistema es a través
de una ventana de despliegue en la que aparecen menus de preguntas al usuario de acuerdo
al desarrollo del trabajo.

El sistema consta de las preguntas de aplicacion: File name with initial grid, Lado
derecho para la Ec. Diferencial,Condiciones de Frontera para la Ec. Diferencial,
cada menu de opciones estard disponible siempre que el proceso realizado lo permita. Por
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N
File name with initial geid: :‘

Figura 5.19: Ventana de despliegue grafico

ejemplo, si no hemos determinado el lado derecho de la ecuacién, no estara disponible el
menu para elegir las condiciones de frontera de la ecuacién.

C.2. Interfase para el Usuario

La interfase para el usuario consta de una ventana de control, en la cual se despliegan
menus de opciones para resolver la ecuacién diferencial.

Se trabaja sobre el sistema de despliegue de ventanas Windows MS, por el uso de la
interfase y su presentacién se limita a la forma en que la ventana se despliega y de que
manera estd activa, asi como el diseno de color y forma de la misma.

Para la visualizacion grafica de los resultados de la solucién de las ecuaciones usamos

Surfer 8 y para la visualizacion de mallas adaptadas a la solucién de las ecuaciones usamos
el sistema UNAMALLA.

D. Modo de uso

Ahora describiremos el modo de uso del sistema. Para ello, pensaremos en un ejemplo
concreto.

Problema. Resolver la ecuacién eliptica
Lu=f

sobre la regién de la Habana con f(z,y) = xy y de condiciones en la frontera

fri=1, fr2=0
fr3=0, fra=0

Para resolver este problema de manera automatica usaremos nuestro sistema de la sigui-
ente forma
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1. En la ventana de control, se depliega la pregunta: File name with initial grid,
a la cual respondemos con el nombre que contiene la malla inicial convexa sobre la
region en la cual se desea resolver la ecuacion, en este caso, lo haremos para h60c.red,
es una malla de la regiéon Habana de 50 - 50 convexa. Figura (5.20).

3 ol

File name with initial grid: hS@c.red j

A ‘

Figura 5.20: Malla inicial de una malla convexa

2. Una vez elegida una malla inicial convexa, el siguiente meni que se despliega es el
que pide la forma que tendra el lado derecho de la ecuaciéon diferencial, Lado derecho
para la Ec. Diferencial. Figura (5.21)

a -
B|

The Grid is ! ADMISSIBLE ¢ J
Lado derecho para la Ec. Diferencial:

1) vlx.y) =
2 plx,y) =

3 pQy) = cos(hay)

4> p(x.y) = sin(x-2%y) +cos Oyl

2.0d@xpixpix(s inCpixx)*sin{pixy))
X%

Figura 5.21: Ment para elegir lado derecho de la Ecuacién

3. Ahora, se despliega un ment para elegir las condiciones a la frontera de la ecuacién
diferencial, Condiciones de Frontera para la Ec. Diferencial. Figura (5.22)

4. Durante el proceso de solucién de la malla se despliegan en pantalla los resultados en
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& -ax

Condiciones de Frontera para la Ec. diferencial: .
fri=ABAJO, fr2=IZQUIERDA, fr3-ARRIBA. fr4=DERECHA =

1) fri=fr2=fr3=frd=0

2) fr1=0.8@5%sinChxpixid, fr2=heix(i-1)
fr3=sin(2xpixid, frd=-ix(i-1)%x4

3) fr1=0 fp2=hxix(i-1)
fr3=0 frd=-ix(i-1)exd

4) fri=1 fr2-0
fr3=0 frd-@

Figura 5.22: Ment para elegir Condiciones de Frontera

cada paso, reportando coeficiente de adaptividad, el nimero de iteraciones de SOR y
el nimero de iteraciones de solucién de la ecuacién. Figura (5.23)

& M (u]

s

Number of Non-convex cells = a

TERMINE DE ADAPTAR LA MALLA USANDO CADAP =  @.50ARARAEARAAAAA
RESOLVIENDO LA EDP 13 VECES

NUMERO DE ITERACIONES DEL S0R =

Initial Grid: s.red Adaptive

Right Side = 2

Boundary Conditions = 4
Optimization Method:LBEGS

s.red

sor tol satisfied after 7

iter_pde 1

dfnax dfmin  12.2667211785273 -12.2667211785273
nax_fad min_fad 0.0AGRARAAAAAAAOAE+AB0 -.253647654186157
cadap 9@.98BAAAAOAARERAGR

Figura 5.23: Proceso de solucién de la ecuacion diferencial

5. Una vez terminado el proceso, se despliega en la ventana un letrero que nos informa
bajo que terminos se ha terminado de resolver la ecuacién por alguno de los criterios
de paro que tenemos. Figura (5.24)

6. Ahora que se ha terminado de resolver la ecuacién podemos ver nuestra solucién
con Surfer 8 y la malla adaptada a la solucién con UNAMALLA. Figuras (5.25,(a)) y
(5.25,(b)), respectivamente.
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o "CWldryyimy_new_system'sys_global_ene05\Debug JEH
ﬁptlmzatmn Fethod: LERGS .
s.red J
sor tol satisfied after 8
itep_pde b
dfmax dfmin  13.4868855583429 -13. 4868855583429

max_fad min_fad @.00B0AAPAPAGARAGE+ARA -B.253761531983729
cadap  1.PABAGABABAAAAA

Number of Non-convex cells = B

TERMINE DE ADAPTAR LA MALLA USANDO CADAP =  1.BAPOPOROBOBEEA
RESOLUIENDO LA EDP 9 UECES

NUMERO DE ITERACIOMNES DEL SOR =

SE HA ADAPTADO LA MALLA USANDO EL COEF 1

Press RETURN to continue... ﬂ

Figura 5.24: Fin del proceso de solucién

]
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Figura 5.25: (a)Solucién de la EDP sobre la malla h50c.red (b)Malla adaptiva a la solucién
(a)
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