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1. Recordemos la idea de la definicién de von Neumann
para el conjunto de los niimeros naturales:

(a) & es un nimero natural.

(b) Si m es un numero natural, entonces n U {n} es un
niumero natural.

(¢) Los nidmeros naturales son los conjuntos que se ob-
tienen de la aplicacién repetida de las reglas (a) y (b)
anteriores.

Haciendo @ = 0, s(n) = nU {n} y N el conjunto de los
nimeros naturales, demuestre que esta definicién cumple
los primeros tres axiomas de Peano.

2. De manera similar a como se justificaron las definicio-
nes de la suma y la multiplicacion de los naturales usando
el Teorema de Recursién, justifique la definicién dada de
la operacién exponenciacion.

3. Dada la definicién de N en el ejercicio 1, podemos de-
finir lo siguiente:

(i) Demuestre que para cualesquiera naturales n y m,
m € n siy sélosim ; n. Sugerencia: Sea A = {n €
N:Vm € N(m € n = m & n)}. Use el Principio
de Induccién para probar que A = N. Después vea
que B={neN:¥YmeNimGn=men)}es
también todo N usando el Principio de Induccién y
usando que A = N.

(ii) Pruebe que para todos los numeros naturales n,
né&n.
4. Demuestre las siguientes afirmaciones respecto de la
suma en los naturales:
(i) (a) Yn e N(O+n =n).
b) Va,n € N(a + s(n) = s(a) +n).
c) Yn,m € N(s(a) + n = s(a+n)).
d) Va,n € N(a+n =n+a), es decir, la suma en N
es conmutativa.
(ii) Ya,n € N(a # 0= a+n #0).
(iii) Va,b e N(a+b=0< (a=0Ab=0)).

(
(
(
(

5. Demuestre las siguientes afirmaciones respecto de la
multiplicaciéon en N:

(i) VneN(1-n=mn)
(ii) Ya,b,n € N((a+b)-n= (a-n)+ (b-n)), es decir, la
multiplicacién distribuye a la suma en N.
(iii) (a) Ym € N(0O-m =0)
(b) ¥n,m € N(n-m = m-n), es decir, la multiplica-
cién en N es conmutativa.
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(iv) Va,b,n e N((a-b) -n=a-(b-n).

(v) Va,beN(a-b=0< (a=0Vb=0)).

(vi) Vn,m,k e N((k #0Am-k=n-k) = n=m)
(cancelacién).

6. Usando la definicién de la exponenciacién y las pro-

piedades demostradas para la suma y la multiplicacién,
demuestre las leyes de los exponentes en N:

(i) Ya,n,m € N(a"a™ = a™*t™).
(ii) Ya,n,m € N((a™)™ = a"™).
(iii) Ya,n,m € N((nm)* = n%m®).
7. Dados m,n € N, demuestre lo siguiente:
(i) Sim <mn,elteNT tal que m +t = n es tnico.
(ii) m < n siy sélo si existe t € N tal que n = m + t.

Ademas, en este caso, dicho t es tnico.

8. Demuestre las siguientes afirmaciones con respecto al
orden en N:

(i) Vn € N(0 < n).

(ii) Yn € N(n < s(n)).
(iii) Vn € N(0 < s(n)).

(iv) ¥n,m € N(n < m < (s(n) = mV s(n) <m)).
9. Sean m y n nimeros naturales. Sabemos por el teorema
5.26 que m < n, m =n o m > n. Es decir, se da al menos
uno de estos tres casos. Demuestre que solamente una de

estas tres relaciones se satisface. Es decir, demuestre que
se da uno y sélo uno de estos tres casos.

10. Demuestre las siguientes afirmaciones con respecto al
orden y las operaciones en N:

(i) Vn,m € N(n <n+m)
) VYa,bn e N(a<b&a+n<b+n)

(ii) VYa,b,n e N((a<bAn#0)=a-n<b-n)
(iv) Vnom e Nim#0=n <n-m)
)
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(v) VnomeNT(m#£1=n<n-m)

(vi) Va,b,k e N(k #0ANa-k=b-k) = a =0), es
decir, en N se cumple la ley de cancelacién de la
multiplicacion.

11. Demuestre lo siguiente:

(i) El producto de dos naturales consecutivos es par.
Observacion: Por definicién x es par si sélo si existe
k € N tal que x = 2k y = es impar si sélo si existe
k € N tal que x = 2k + 1, ademas puede dar por
hecho que todo natural es par o es impar y que si
un natural no es par entonces es impar y vicever-
sa. Usando todo esto, no se necesita induccién para
demostrarlo.



(ii) El producto de 3 naturales consecutivos es multiplo
de 6. Sugerencia: Hagalo por induccién y utilice el
ejercicio anterior.

12. Demuestre por induccién:

(i) ParatodoneN,02+12+---+n2:w.
(ii) Para todon € N, 03 4 13 + -« 4 n3 = 27
(iii) Para todon € N, 1+3+4 -+ (2n — 1) = n?.
iv) Paratodon € Ny t,a >0, a+at+at? +at3+---+
iv) P d N 0 2 3
nia(tn-*—l*l)
at™ = T

(v) Para todo n € Nt 1.3 +2:3%2 + .-+ + n-3" =
(2n—1)3" 143
Y

13. Demuestre lo siguiente:

(i) Sean a,b € N no ambos cero. Para toda n € Nt
a®" — b es multiplo de (a + b), es decir, hay z € N
tal que a®* — b* = (a + b)=.

(i) Sean a,b € N tales que a > b. Para toda n € N*,
a™ — b"™ es multiplo de (a + b).

(iii) Sean a,b € N no ambos cero. Para toda n € N*,
a®=1 — p?=1 es midltiplo de (a + b).

(iv) La suma de los n primeros términos de una progre-
sién aritmética;
a+0d,a+ ld,a+ 2d,--- ;a4 (n — 1)d es igual a

n(2a+(n—1)d)
—_—

14. Demuestre lo siguiente:
(i) Para todo n € N, n < 2™,
(ii) Para todan >4, 2" < nl.
2 2n—1
(iii) Para toda n € N, < (7)) <22t
) Para cualesquiera a,b € Ny n € N*, na"~ b <
(n—1)a™ 4+ b™.
(v) Pruebe que la suma de los dngulos internos de un
poligono de n lados es (n —2)180° usando induccién

sobre n (de por hecho que la suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°).
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15. Demuestre que para toda n € N*, hay m € N tal
que s(m) = n, es decir, demuestre que la funcién sucesor
s: N — N\ {0} es sobre.

16. Diga cuél es el error en la siguiente “demostracién”
por induccién: Sea n > 1. Demuestre que dadas cuales-
quiera n lineas en R?, éstas son paralelas.

Paso base. Si n = 1, como toda linea es paralela a si mis-
ma, la afirmacién es cierta.

Paso inductivo. Hipdtesis de induccion: Supongamos que
la afirmacién es cierta para n, es decir, que cualesquiera
n lineas en R? son paralelas.

Sean Ly, Lo, ..., Ly, L, 41 lineas cualesquiera en R2. De-
notando con L || M el hecho de que las lineas L y M
sean paralelas, por la hipdtesis de induccién, tenemos que
Ly || Ly || ... || L. También por la hipétesis de induccién,

Lo || Ls || .- || Ln || Lnt1, entonces, como la relacién ser
paralela es transitiva Ly, Lo, ..., Ly, L,11 son paralelas.

Por lo tanto, cualesquiera n+ 1 lineas en R? son paralelas.

iPor lo tanto, para todo n > 1, cualesquiera n lineas en
R2 son paralelas!

17. Diga cual es el error en la siguiente ” demostracién” por
induccion:

En todo conjunto de n > 1 circulos en R?, todos los circu-
los tienen el mismo radio.

Paso base. Si n = 1, como todo circulo tiene el mismo
radio que el radio de si mismo, la afirmacién es cierta.

Hipdtesis de inducciéon. Supongamos que la afirmacién
es cierta para n, es decir, que cualesquiera n circulos en R?
tienen el mismo radio. Sean C1,Cs, - -- ,C},, Cp 41 circulos
cualesquiera en R2. Por la hipétesis de induccién, tene-
mos que C1,Cy,---,C, tienen el mismo radio. También
por la hipétesis de induccién, tenemos que Co,Cs, -+ ,Cp,
y Ch 41 tienen el mismo radio, entonces, todos los circulos
C1,Co, -+ ,Cp,Cpyq tienen el mismo radio.

Por lo tanto, cualquiera n+1 circulos en R? tienen el mis-
mo radio jPor lo tanto, para todo n > 1, cualesquiera n
circulos en R? tienen el mismo radio!

18. Dé un ejemplo de un conjunto A de nimeros que no
satisfaga el Principio del Buen Orden, justificando su res-
puesta.

19. Recuerde que n< = {m € N: m < n} y es llamado el
segmento inferior de n. Demuestre lo siguiente:

(i) 0< =g;

(ii) Vn € N(n<U{n} = s(n)<);
(i) Vn,m € N(n <m < n< Cm<);
(iv) ¥n,m € N(n <m < n< G m<).
20. Revise con cuidado las demostraciones del Segundo
Principio de Induccién y de la equivalencia entre el Segun-
do Principio de Induccién y el Principio del Buen Orden,

analizando y repitiendo los argumentos que se utilizan en
ellas.

21. Sea n € N. Demuestre que no hay ningin ndmero
natural entre n y s(n). Vea si puede encontrar dos de-
mostraciones distintas, una usando el Primer Principio de
Induccién y otra utilizando el Principio del Buen Orden.



