Tarea V de Algebra Lineal I
Semestre 2020-1
24 de octubre de 2019

Profra: Gabriela Campero Arena Ayudtes: Yanh Vissuet, Mariana Garduno y Carlos Ochoa

1. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando con prueba o contraejemplo.
(i) El rango de una matriz es igual al nimero de sus columnas no nulas.
(ii) El producto de dos matrices siempre tiene rango igual al menor entre el rango de las dos matrices.
(iii) La matriz nula cero de m X n es la inica matriz de m x n con rango 0.

(iv) Las operaciones elementales de columna no necesariamente preservan el rango de una matriz.
(v) El rango de una matriz es igual al maximo ntimero de renglones linealmente independientes de la matriz.

(vi

2. Demuestre el inciso (b) del Teorema 3.4 visto en clase: Si A € My, (F) y P es una matriz invertible de m x m, entonces
rango(PA) = rango(A). Sugerencia: Utilice el Ejercicio ?? con T'= Lp.

El rango de una matriz de n x n es a lo mas n.

3. Calcule el rango de las siguientes matrices y encuentre sus inversas cuando existan.

12 1 1 2 1 o0 11 1 2 110 1
G 13 4 " 2 5 5 1 Gi) | 2 0 -1 2 . 2 2 0 2
2 3 -1 @1 2 3 o 3 11 1 2 ) 17 0 1

4. En cada uno de los siguientes incisos determine si T es invertible y encuentre 7! si existe.
(i) T :R3? — Py(R) definida como T'(a1, as,a3) = (a1 + ag + a3) + (a1 — az + az)x + a12?;
(i) 7+ Masa(R) = R definida como T(4) = (tr(A), r(A"), tr(BA), tr(AE)), donde £=( { ).

1 2 1
5. Exprese la matriz invertible ( 1 0 1 ) como producto de matrices elementales.
1 1 2

) Demuestre que para cualquier A € My, xn(F), rango(A) =0 siy s6lo si A es la matriz cero.
) Demuestre que para cualesquiera A € My, (F) vy ¢ € F\ {0}, rango(cA) = rango(A).

(i) Demuestre que las operaciones elementales de columna preservan el rango.
)

Demuestre que el rango de cualquier matriz es igual al maximo niimero de renglones linealmente independientes, es
decir, el rango de una matriz es la dimension del subespacio generado por sus renglones.

(v) Los renglones y columnas de cualquier matriz generan subespacios de la misma dimensién, dimensién que es el rango
de la matriz.

7. Sean B’ y D’ matrices de m x n, y sean B y D matrices de (m + 1) X (n + 1), definidas como

Demuestre que si B’ se puede transformar en D’ por medio de una operacién elemental de renglén (columna), entonces B
se puede transformar en D por medio de una operacién elemental de renglén (columna).

8. Sean T,U : V — W transformaciones lineales con V' y W espacios vectoriales cualquiera.

(i) Demuestre que R(T +U) C R(T) + R(U).
(ii) Demuestre que si W es de dimensién finita, entonces rango(T + U) < rango(T) 4+ rango(U).

(iii) Deduzca del inciso anterior que para cualesquiera matrices A y B de m X n, se tiene que rango(A+ B) < rango(A) +
rango(B).



9. Demuestre que si B es una matriz de 3 x 1 y C' es una matriz de 1 x 3, entonces la matriz BC de 3 x 3 tiene rango a lo
més 1. Inversamente, demuestre que si A es una matriz cualquiera de 3 x 3 con rango 1, entonces existen matrices B de
3x1yCdelx 3 tales que A= BC.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

(i) Sea A € My, xn(F') con rango m. Demuestre que existe una matriz B de n x m tal que AB = I,,,.

(ii) Sea B € My, xm(F) con rango m. Demuestre que existe una matriz A de m x n tal que AB = I,,.

Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando prueba o contraejemplo:

(i) Todo sistema de ecuaciones lineales tiene al menos una solucién.

(ii) Todo sistema de ecuaciones lineales tiene a lo méds una solucidn.

(iii) Todo sistema homogéneo de ecuaciones lineales tiene al menos una solucién.

)
)
(iv)
)

Todo sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas tiene al menos una solucion.

(v) Todo sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas tiene a lo més una solucién.

(vi) Existen sistemas de n ecuaciones lineales con n incégnitas que tienen una infinidad de soluciones.

(vii) Si el sistema homogéneo asociado a un sistema de ecuaciones lineales tiene solucién, entonces el sistema dado tiene

solucién.

(viii) Sila matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales con n incégnitas es invertible, entonces

el sistema tiene soluciones no cero.

(ix) El conjunto solucién de cualquier sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas es un subespacio de F™.

(x) Sila matriz de coeficientes de un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas tiene rango m, entonces el sistema

es consistente, es decir, tiene solucion.

Diga si los siguientes sistemas tienen solucién y si la tienen, encuentre todas las soluciones:

(i)

(i)

21’1 + Tro — I3 = 5 r1 + 2.’52 + 31’3 = 1
T, — To + r3 = 1 (111) xry + To — z3 = 0
r1 + 2x9 — 223 = 4 Ty + 2x9 + r3 = 3
X -+ X9 — T3 + 21‘4 = 2
I —+ QSUQ —+ I3 —+ Ty = 1 (IV) I —+ T2 —+ 2%3 = 1
To — x3 + xy = 1 200 + 229 4+ x3 4+ 2x4 = 4

Sea T : R? — R? definida como T'(a, b, c) = (a+b,b—2¢, a+2c). Para cada uno de los vectores v € R? siguientes, determine
siv e R(T).

(i)

v=(1,3,-2) (i) v =(2,1,1).

Demuestre que un sistema de ecuaciones lineales Az = b tiene solucién si y sélo si b € R(Ly).

Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando prueba o contraejemplo:

Si (A’|t') se obtiene de (A|b) por medio de un nimero finito de operaciones elementales de columna, entonces los
sistemas Ax = by A’z = V' son equivalentes.

Si (A'|b') se obtiene de (Alb) por medio de un nimero finito de operaciones elementales de renglén, entonces los
sistemas Ax = by A’z = b’ son equivalentes.

Si A es una matriz de n X n con rango n, entonces la forma escalonada reducida por renglones de A es I,,.

Si (A]b) es escalonada reducida por renglones, entonces el sistema Az = b es consistente.

Sea Ax = b un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas tal que la matriz aumentada del sistema es escalonada
reducida por renglones. Si el sistema es consistente, entonces la dimensién del conjunto solucién del sistema Az = 0
es n —r donde 7 es el nimero de renglones no nulos de A.

Si una matriz A es transformada por medio de un nimero finito de operaciones elementales de renglén en una matriz
A’ que es escalonada reducida por renglones, entonces el rango de A es el niimero de renglones no nulos de A’.

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, dé todas sus soluciones y encuentre una base para el conjunto
solucién del sistema homogéneo correspondiente:



17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

26.

Ty — 4ry — r3 + T4 = 3 2x1 — 2x2 — r3 + 6rs — 2z5 = 1
(i) 221 — 8r3 + w3 — dxy = 9 (i) = — @ + xy + 2m — 3 2
—x1 + 4dxe — 2x3 + Bay = —6 4y — 4dxes + bxs + Txs — rs = 6

Suponga que la matriz aumentada del sistema Ax = b se transforma por medio de un nimero finito de operaciones
elementales de renglén en la matriz escalonada reducida por renglones (A’|b').

(i) Demuestre que rango(A’) # rango(A’|b’) si y sélo si la matriz (A’|b") tiene un renglén en el que la tinica entrada no
nula estd en la ultima columna.
ii) Deduzca que Az = b es consistente si y s6lo si (A’|') no tiene ningtn renglén cuya unica entrada no nula esté en la
g g

ultima columna.

Utilizando el ejercicio anterior, determine si los siguientes sistemas de ecuaciones son consistentes y si son consistentes en-
cuentre todas las soluciones. Ademads encuentre una base para el conjunto solucién del sistema homogéneo correspondiente.

r1 + 230 — r3 + Ty = 2 T + 2o — 33 + =y = 1
(1) 2r1 + To + r3 — Ty = 3 (11) ry + X2 + T3 — Ty = 2
Tq + 2I2 - 3I3 + 2564 = 2 Tq + X2 - I3 = 0

Sea W el subespacio del espacio vectorial May2(R) que consiste de todas las matrices simétricas. El conjunto

o 0 -1 1 2 2 1 1 -2 -1 -2 .
S—{( _1 1 >,( 9 3 ),( 1 9 ),( 9 1 >, ( 9 _1 )} genera a W. Encuentre un subconjunto de S que

sea base para W.
Sea V el subespacio de R® tal que V = {(z1, 22, 73,74, 25) : 1 — 272 + 3w3 — 14 + 225 = 0}.

(i) Compruebe que S = {(0,1,1,1,0)} es un subconjunto linealmente independiente de V.
(ii) Extienda S a una base de V.

Sea V' el conjunto solucién del siguiente sistema de ecuaciones lineales:
r1 — X2 + 2x4 — 3xz5 + xe =20
207, — X2 — x3 + 3x4 — 4dxs5 + 4dxg =0

(i) Sabemos entonces que V' es un espacio vectorial. Compruebe que S = {(0,—-1,0,1,1,0), (1,0,1,1,1,0)} es un subcon-
junto linealmente independiente de V.
(ii) Extienda S a una base de V.

Demuestre el Corolario del Teorema 3.16: La forma escalonada reducida por renglones de una matriz es unica.
Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando prueba o contrajemplo.

(i) Si dos renglones de una matriz cuadrada A son idénticos, entonces det(A) = 0.

(ii) Si B es una matriz que se obtiene de una matriz cuadrada A al intercambiar cualesquiera dos renglones, entonces
det(B) = —det(A).

(iii) Si B es una matriz que se obtiene de una matriz cuadrada A al multiplicar cualquier renglén por un escalar, entonces
det(B) = det(A).

(iv) Si B es una matriz que se obtiene de una matriz cuadrada A al sumar k veces el renglén i al renglén j, entonces
det(B) = kdet(A).

v) Si A € My,un(F), entonces det(—A) = det(A). Si es falso, jbajo qué condiciones es verdadero?
(v) Si A€ Myyn(F) det(—A) = det(A). Si es falso, ;bajo qué condici dadero?
(vi) Si A € M, (F) tiene rango n, entonces det(A4) = 0.

) o ) b1 +c1 ba+c2 b3+cs a1 a2 as
Encuentre el valor de k& que satisfaga la siguiente ecuacion: det | a1 +c1 as+c2 az+ecs | =kdet| b1 b b3 |.
a1 +b1 az+b2 az+bs

Calcule los determinantes de las siguientes matrices:

00 1 1 2+i 3 1 -2 3 —12
@ [o 2 3 @ [ 1-i i 1 iy | 012 ~14 19
45 6 3i 2 14 ut —9 922 —20 31

—4 9 —-14 15

Demuestre que el determinante de una matriz cuadrada triangular superior es igual al producto de las entradas de su
diagonal.
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Demuestre que si A es una matriz cuadrada que tiene un renglén cuyas entradas son todas cero, entonces det(A) = 0.
Demuestre que para cualquier A € M, (F), det(kA) = k™ det(A).
Demuestre que si F es una matriz elemental, entonces det(E*) = det(FE).

Sean ay,ag, ..., a, las columnas de la matriz A € M, x,(F) y sea B la matriz cuyos renglones son a,, a,_1,...,a; (en este
orden). Calcule el determinante de B en términos del determinante de A.

Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando prueba o contraejemplo.

(i) Si E es una matriz elemental, entonces det(E) = +1.
(ii) Una matriz M € M, x,(F) es invertible si y sélo si det(M) = 0.
(iii) Una matriz M € M, «,(F) tiene rango n si y sélo si det(M) # 0.
(iv) Para cualquier matriz A € My« (F'), det(A") = — det(A).
(v) Cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas se puede resolver utilizando la regla de Cramer.

Revise y complete las demostraciones vistas en clase de las siguientes afirmaciones, analizando el argumento inductivo que
se usa en el caso en que la matriz es invertible.

(i) Para cualesquiera matrices A, B € M, x,(F), det(AB) = det(A) det(B). (Complete la prueba, demostrando que si A
es una matriz elemental de tipo 2 o de tipo 3, entonces det(AB) = det(A) det(B).)

(ii) Para cualquier matriz A € M, x,(F), det(A?) = det(A).

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones, utilizando la regla de Cramer:
(i) anr1 + appxre = b 3v1 + Ty + w3 = 4
a1 + axnrs = b (i) -2z — x9 = 12
donde a11a22 — a12a21 7é 0. r + 2.(82 + x3 = -8

Demuestre que una matriz cuadrada triangular superior es invertible si y sélo si todas sus entradas diagonales son no nulas.

Una matriz M € M, «,(F) se llama nilpotente si existe k € N* tal que M* = O, donde O es la matriz cero de n x n.
Demuestre que si M es nilpotente, entonces det(M) = 0.

Una matriz M € M, «,(F) es antisimétrica si M* = —M. Demuestre que si M es antisimétrica y n es impar, entonces M
no es invertible. ; Qué sucede si n es par?

Una matriz Q € M,,»,(R) se llama ortogonal si QQ¢ = I,,. Demuestre que si Q) es ortogonal, entonces det(Q) = +1.

Para M € M,,x,(C), sea M la matriz tal que para toda i y j, (M);; = M;;, donde M;; es el conjugado complejo de M;;.

(i) Demuestre que det(M) = det(M).

(ii) Una matriz Q € M, x,(C) se llama unitaria si QQ* = I,,, donde Q* = Qt. Demuestre que si Q) es unitaria, entonces

| det(Q)] = 1.
Demuestre que si A y B son matrices similares, entonces det(A) = det(B).
Utilice determinantes para probar que si A, B € M,,«,,(F) son tales que AB = I,,, entonces A es invertible y B = A~
Sean A, B € M« (F) tales que AB = —BA. Demuestre que si n es impar y F' es un campo con caracteristica distinta de

2, entonces A o B no es invertible.

(i) Suponga que M € M, x,(F) se puede escribir en la forma M = < é ? >, donde A es una matriz cuadrada.
Demuestre que entonces det(M) = det(A).
A B

(ii) Suponga que M € M, «,(F) se puede escribir en la forma M = ( ), donde A y C son matrices cuadradas.

o C
Demuestre que entonces det(M) = det(A) - det(C).

. Sea 8 = {ui1,us,...,u,} un subconjunto de n vectores distintos de F™ y sea B la matriz cuya j-ésima columna es u;.
Demuestre que 3 es una base de F"™ si y sélo si det(B) # 0.



44. Sean cy, ¢y, ..., ¢, escalares distintos de un campo infinito F'. Definase T': P, (F) — F"" como T'(f) = (f(co), f(c1), .-, f(cn)).
Por un ejercicio de una tarea anterior, usando los polinomios de Lagrange, sabemos que 7' es un isomorfismo. Sea 3 la base
ordenada canénica de P, (F) y sea v la base ordenada canénica de F"*1.

(i) Demuestre que M = [T} tiene la forma 1 ¢ ¢ -+ o
1 e & -
1 ¢ & o "

Una matriz con esta forma se llama matriz de Vandermonde.
(if) Utilice que T es isomorfismo para demostrar que det(M) # 0.

(iii) Demuestre que det(M) = [[y<;.j<,(c; — i), el producto de los términos ¢; —¢; para 0 <i < j < n.

45. Sean y, ..., yn funciones lineal. indep. de C*°, donde C es el subespacio de F(R, R) tal que sus derivadas de cualquier orden

y@)  ui(t)  ye(t) - (D)
Yty @) oyl o yn()

son continuas. Para cada y € C*°, definase T'(y) € C* como (T'(y))(t) = det : . : .
v w0 e e

Este determinante se llama el Wronskiano de y, y1, y2,. -, Yn-

(i) Demuestre que T': C*° — C> es una transformacién lineal.

(ii) Demuestre que L({y1,y2,...,yn}) € N(T).

—~

0 0 O 0 ag

-1 0 0 0 a
46. Sea A = 0 —-10 0 a2

0 0O 0 --- =1 ap_

Calcule det(A + t1,,).

47. (i) La adjunta cldsica de una matriz A € May2(F) es la matriz C = ( AZZ _AA12 )
— A2 11

Sea A € Moy o(F'). Demuestre lo siguiente.
(a) CA= AC = det(A) L.
(b) det(C) = det(A).
(c) La adjunta cldsica de A* es C*.
(d) Si A es invertible, entonces A~! = (det(A4))~1C.
(ii) La adjunta cldsica de una matriz cuadrada A es la traspuesta de la matriz cuya entrada ij es el cofactor ij de A. Sea
C la adjunta clésica de A € M, xn(F). Sea A € My, x,(F). Demuestre lo siguiente.
(a) det(C) = (det(A))" L.
(b) La adjunta clésica de A? es C*.

(c) Si A es una matriz invertible triangular superior, entonces C'y A~! son ambas triangulares superiores.



