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Axioma de Eleccién (AE)
VA(@ ¢ A= 3f(f es funcién Adom(f) = AAVz € A(f(x) € x))).
Equivalentes del Axioma de Eleccion
Azioma de Eleccion Conjuntista (AEC)
VA(& ¢ ANVz,w € A(z #w = zNw=@)) = 3IBVx € A(z N B es unitario)).
Azxioma de Eleccion Multiplicativo (AEM)
VM@ ¢M=[IM={flf : M > UMAVB e M(f(B) € B)} #9).
Azxioma de Eleccion Infinito (AEI)
VA((@ ¢ AN A es infinito) = 3f(f es funcién Adom(f) = AAVr € A(f(z) € x))).
Azioma de Eleccidn para el conjunto Potencia (AEP)
VAIF(F es funcién Adom(F) = P(A)\ {&} AVB C A(f(B) € B)).
Azioma de Eleccidn Relacional (AER)
VR(R es relaciéon = IF(F es funciéon AF C R A dom(F) = dom(R))).
Teorema del Buen Orden (TBO)
VA3r(r C A2 A (A,r) es un cobo).
Lema de Zorn (ZORN)
VAVr((A# @ Ar C A2 A (A,r) es un copo AVC C A(C es cadena AJb € AVx € C({z,b) € r Vo =1b))) =
dIm € A(Vy € A{m,y) & r)).
Recordatorio de definiciones de copo, copo’ (copo reflexivo), cadena, etc.
Si A es un conjunto y r C A%, decimos que (A,7) es un copo si r es antirreflexiva en A y transitiva. Si A
es un conjunto y r C A2, decimos que (A, r) es un copo’ si r es reflexiva en A, transitiva y antisimétrica.
Sabemos por un ejercicio de una tarea anterior que si (A, r) es un copo, entonces (A, r') es un copo’, donde
r' =rU{{a,a)la € A}; y quesi (A, r) es un copo’, entonces (A4, ') es un copo, donde r' = r\{(a,a)|a € A}.
Entonces dependiendo de si la relacién r es reflexiva o antirreflexiva, los conceptos de copo y copo’ son
‘equivalentes’.
Si (A,r) es un copo, entonces una cadena C de A es un subconjunto de A tal que Vz,y € C((z,y) €
rV{(y,x) €ErVax=y), es decir r es tricotémica en C. Si (A4, r) es un copo’, entonces una cadena C de A
es un subconjunto de A tal que Va,y € C((z,y) € r V (y,x) € r), es decir, todos los elementos de C son
r-comparables.
Entonces el Lema de Zorn (ZORN) también se puede enunciar como:
VAVr((A# @ Ar C A2 A (A,r) es un copo’ AVC C A(C es cadena AFb € AVx € C((x,b) € 7)) = Im €
AWy € A((m,y) € r = m =1)).

Ejercicios

1. Demuestre las siguientes implicaciones:
(i) AF < AEC (i) AF < AElI (v) AF < AER (vii) ZORN = TBO
(ii) AE < AEM (iv) AFE < AEP (vi TBO = AE
2. Responda a las siguientes preguntas, justificando su respuesta. Si usted esta trabajando en ZF sin
el Axioma de Eleccion, jpuede usted elegir un elemento de...
(i) un conjunto finito?
(ii) un conjunto infinito?

) cada miembro de un conjunto infinito de conjuntos unitarios?
) cada miembro de un conjunto infinito de pares de zapatos?
) cada miembro de un conjunto infinito de pares de calcetines (jde los de deporte!)?
vi) cada miembro de un conjunto finito de conjuntos si cada uno de los miembros es infinito?

% cada miembro de un conjunto infinito de conjuntos si cada uno de los miembros es finito?

)

cada miembro de un conjunto infinito de conjuntos de racionales?
cada miembro de un conjunto numerable de conjuntos si cada uno de los miembros es numera-
ble?
) cada miembro de un conjunto infinito de conjuntos finitos de reales?
) cada miembro de un conjunto infinito de conjuntos si cada uno de los miembros es infinito?
(xii) cada miembro de un conjunto numerable de conjuntos si cada uno de los miembros es infinito?
ii) cada miembro de un conjunto infinito de conjuntos de reales?

) cada miembro de un conjunto infinito de conjuntos de dos elementos cuyos miembros son

conjuntos de naturales?



3.

(xv) cada miembro de un conjunto infinito de conjuntos de dos elementos cuyos miembros son
conjuntos de reales?
(xvi) cada miembro de un conjunto infinito de conjuntos de tres elementos cuyos miembros son
conjuntos de racionales?
Demuestre lo siguiente, diciendo dénde utiliza AE:
(i) Sean Ay B conjuntos cualesquiera. Si f : A — B es sobre, entonces existe una funcién inyectiva

de B en A.
(ii) La unién numerable de conjuntos numerables es numerable.

4. Demuestre que los siguientes enunciados son equivalentes, diciendo si utiliza AE y dénde (recuerde

10.

11.
12.

13.

14.

que en algunas equivalencias AE sélo se utiliza para ‘un lado’):
a) f: X —Y essobre;
Ebg f: X — Y tiene una inversa derecha, es decir, hay g : Y — X tal que fog = Idy.
(Es cierto que alguno de los incisos (o ambos) del ejercicio anterior implican el AE? Es decir, jel
inciso (a) es equivalente a AE?, ;jel inciso (b) es equivalente a AE?
(i) Demuestre que los siguientes enunciados son equivalentes, diciendo si utiliza AE y dénde:
(a) A es infinito;
(b) A tiene un subconjunto numerable.
(ii) Demuestre que los siguientes enunciados son equivalentes, diciendo si utiliza AE y dénde:
(a) A es infinito;
(b) A es Dedekind-infinito.
(i) Usando ZORN, demuestre que la dominancia es total (DT), es decir, que para cualesquiera
conjuntos A y B, se tiene que A < B o que B < A.
(ii) Usando AEl\/Fy ZORN, demuestre que la dominancia es un ‘buen orden’, es decir, que VM (M #

@ =3A e MVB e M(A < B)).

Usando ZORN, demuestre que si A es un conjunto infinito, entonces A x A ~ A.

Demuestre que si k y A son cardinales uno infinito y el otro no cero, entonces K + A = k- A =
)

mzixf)n, A}
a emuestre que s1 A y b son conjuntos tales que A C B, B es infinito y < , entonces
iAy B j tal A C B, B es infini A B
B\A|=|B|. o
(b) Diga cudntos niimeros irracionales hay, justificando su respuesta.
(c) Diga cudntos niimeros trascendentes hay, justificando su respuesta.
(d) Diga cuédntas funciones no inyectivas de w en w hay, justificando su respuesta.
(iv) Demuestre que si A y & son cardinales tales que A > Ry y 2 < & < ), entonces 2* = &
()\-&-))\ — (2>\))\ — (Fﬁ))\.
(v) Demuestre que si A es infinito, entonces existen A; y As subconjuntos no vacios de A tales que
AlﬂAg = @, A:A1 UA2 y |A1| = ‘A2| = |A|
(vi) (a) Demuestre que si A es infinito, existe una particién de A en |A| subconjuntos de A cada
uno de cardinalidad |A|.
(b) Defina una particién de R en |R| subconjuntos cada uno de cardinalidad |R|. Es decir,
defina un conjunto {4, : r € R} tal que Vr € R(@ & A, CR),
Vry,r € R(?jlj/é rg = Ap NAy, = 2), Urer Ar =R, y Vr € R(|A,| = [R]).
(¢) Dé una particién explicita de w en Ry subconjuntos cada uno de cardinalidad Rg.
Si A es un conjunto infinito y k es un cardinal tal que k < |A|, {cudntos subconjuntos de A de

cardinalidad k hay? Justifique su respuesta. Notacion: Muchas veces se usa [A]" para denotar los
subconjuntos de A de cardinalidad k. Sugerencia: Si K es un conjunto tal que |K|=rky f: K — A,

entonces f ; K x Ay ;cudl es la cardinalidad de f?
Sea (A, r) un coto. Demuestre que (A, r) es un cobo si y sélo si no existe una sucesién {a,|n € w} con

ap, € A tal que Vn € w(an4+1 7 ay,). Diga si utiliza el Axioma de Eleccién y si si, dénde. Sugerencia:

Contrapositivas.
Diga qué dice la Hipdtesis del Continuo y qué se sabe de ella.
Pruebe la equivalencia de los siguientes pares de afirmaciones especificando si y dénde utiliza el

Axioma de Eleccién:
(i) (A)VSCR[S<wdS~wdS~R]; (ii) Sea Aun conjunto infinito.
(b) Y [w<Y yY <R]. (a)VSCPA)[S<ASGS~ASS~PA);
(b) AY [A<Y yY < P(4)].

/\:A)‘

(ili) Sea k un cardinal infinito.
(a) VA<2° A< K6 A=25;
(b) AN [k <Ay A <27
A la luz del ejercicio anterior, discuta lo que dice la Hipétesis del Continuo y si se necesita AE para

enunciarla en sus formas ‘equivalentes’.
Demuestre una de las aplicaciones mas famosas del Lema de Zorn: Todo espacio vectorial tiene una

base. Diga para qué espacios vectoriales no se necesita el Lema de Zorn para demostrar que tienen
una base y para cuédles si.



