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1. Sea A un conjunto. Demuestre la equivalencia de las siguientes afirmaciones:
(a) A es transitivo;

gUAQ&

) ACP(A);

) P(A) es transitivo;
g UP(4) € P(A);

(h) A e P(P(A)).
2. Diga si los siguientes conjuntos son transitivos, si la relacién € es transitiva en ellos y si la relaciéon € es
tricotémica, justificando su respuesta.
(i) {2} (i) {2, {2}}
(it) {2, {{}}} (i) {2, {2} {{2}}}
(v) {@.{a}.{2,{2}}} (vi) o
3. (i) Demuestre que si A es transitivo, entonces | J A es transitivo.
(ii) Dé un ejemplo en el que | J A sea transitivo, pero A no lo sea.
4. Sean X y Y conjuntos cualesquiera. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando
prueba o contraejemplo:
(i) si X es transitivo, € es transitiva en X;
) si € es transitiva en X, entonces X es transitivo;
) X es transitivo si y sélo si X C P(X);
) X es transitivo si y sélo si | X = X;;
) X es transitivo si y sélo si | JX C X;
) si X es inductivo, entonces X C |J X;
) si X C|JX, entonces X es inductivo;
) si X es transitivo e inductivo, entonces X = |J X;
) si X es transitivo y € es transitiva en X, entonces todo x € X es transitivo;
) X € U(s(X));
) UGs(X)) € X
) X es transitivo si y sélo si |J(s(X)) C X;
iii) si X y Y son transitivos, entonces X UY es transitivo;
) si X y Y son transitivos, entonces X NY es transitivo;
) si X €Y y Y es transitivo, entonces X es transitivo;
) si X es transitivo, entonces | J X es transitivo;
) si X es transitivo, entonces X es transitivo;
) si X es no vacio y (| X es transitivo, entonces X es transitivo;
) si X es no vacio y transitivo, y todo elemento de X es transitivo, entonces (| X es transitivo;
) si X CY y Y es transitivo, entonces X es transitivo;
) siY es transitivo y S C P(Y), entonces Y U J S es transitivo;
) s(X) # 2;
) X C s(X);
(xxiv) no existe un conjunto Z tal que X & Z G s(X).
5. Diga si los siguientes conjuntos son niimeros naturales, justificando su respuesta:
(i) 2, (i) {2, {2}},
(it) {2}, (iv) {2, {2}, ({21},
(v) P{@,{2},{2,{2}}}), (i) {0,1,2,...,n,nU{n},...}.

6. Sean n y m numeros naturales. Demuestre lo siguiente:

)
) Va € n(x es un nimero natural);
) mé&non¢m;
iv) s(n) es un nimero natural;
) si s(n) = s(m), entonces n = m (es decir, en los naturales s es una funcién inyectiva);
) si n # 0, entonces existe un nimero natural k tal que s(k) = n;
) sin# 0y n#1, entonces existe un nimero natural k tal que s(s(k)) = n;



10.
. Sea A un conjunto, a € Ay f: A — A. Demuestre que si a ¢ rang(f) y f es inyectiva, entonces existe

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

(viii) no existe un ndmero natural k tal que n € k € s(n);

(ix) si n € m, entonces s(n) € m o s(n) = m;

(x) n€msiy solosis(n) € s(m);
(xi) n € msiy sélosin G m.
Demuestre que ‘sucesor’ restringida al conjunto de los niimeros naturales w es una funcién y es inyectiva.
Sea A un conjunto no vacio de nimeros naturales (A no es necesariamente un nimero natural). Demuestre
que si existe un natural n tal que VYa € A(a € n), entonces Im € A tal que Va € A(a € m). Es decir, si A
estd acotado superiormente segiin € por un numero natural, entonces tiene un €-méaximo.
Sea A un conjunto y r una relacién binaria sobre A. Demuestre que si (A,r) es buen orden, entonces
no existe {a, : n € w} C A tal que Vn € w({as(n),an) € 7) (es decir, no existe una sucesién infinita -
decreciente de elementos en A). El regreso de esta afirmacion es cierto, pero para demostrarlo necesitaremos
el Axioma de Eleccién.
Demuestre que no existe una funcién f : w — w tal que Vn € w(f(s(n)) € f(n)).

una funcién inyectiva h : w — A.
Sea (A,r) un orden total. Demuestre que si f : w — A es tal que Vn € w(f(n), f(s(n))) € r, entonces
Vn,m € w(m € n= (f(m), f(n)) €r).
Sea A un conjunto y sea B G A. Demuestre que si existe una funcién inyectiva f : A — B, entonces hay
un subconjunto de A que es biyectable con w. Sugerencia: Use alguno de los ejercicios anteriores.
Demuestre que existe una unica funcién + : w X w — w tal que +(n,0) = ny +(n,s(m)) = s(+(n, m)).
Notacién: Como es costumbre, denotamos con n +m a +(n,m).

(i) Demuestre que existe una tnica funcién g : w — w tal que g(0) =2 y g(s(n)) = 3 + g(n).

(if) Calcule g(4).

(iii) Dé una definicién explicita no recursiva de la funcién g del inciso anterior es decir, la definicién que

dé debe ser de la forma: g(m{) =n <> ...0 bien g = {<m,n >: %) yen ‘...  no deb aparecer
Demuestre que existe una tunica funcién - : w x w — w tal que (n,0) =0y -(n,s(m)) = n + é(n m)

Notacion: Como es costumbre, denotamos con n - m a -(n,m).
(i) Demuestre que existe una unica funcién g : w — w tal que g(0) =1y g(s(n)) =2- g(n).
(ii) Dé una definicién explicita no recursiva de la funcién g del inciso anterior, es decir, la definicién que
dé debe ser de la forma: g(m) =n + ... o bien g = {< m,n >: ...} y en ‘...” no debe aparecer g.
Demuestre las siguientes afirmaciones al rebpecto de la operacion + : w X w deﬁnlda en el ejercicio 14.
(i) Vn € w(s(n) =n+1).
i) Vn € w(0+n =mn) y entonces 0 es ‘el neutro para +’.
) Vn,m € w(n+m =m+n), es decir, ‘+ es conmutativa’.
) Yn,m,p € w(n+ (m+p) = (n+m)+ p), es decir, ‘+ es asociativa’.
v) Vn,m,p € w(n+p=m-+p=n=m),es decir, se cumple ‘la ley de la cancelacién de la +’.
i) Vn,m € w(n #0=n+m #0).
) Vnom ewn+m =0« (n=0Am=0)).
) Vn,m,k € wim en+ m+ken+k), es decir,
Yn,m,k € wim<n+< m+k<n+k).
(ix) ¥n,m € w(m < n <> Ik € w m+ k =n), donde m < n se define como
m<n< (Mm<nVm=n)< (menVm=n)+mCn.
(x) Para cualesquiera n,m € w si n < m el natural k tal que m + k = n que afirma el inciso anterior que
existe es tnico.
(xi) Para cualesquiera n,m € w si n < m el natural k tal que m + k = n que afirma el inciso anterior que
existe es distinto de 0.
Demuestre las siguientes afirmaciones al respecto de la operacién - : w X w definida en el ejercicio 16.
(i) Yn€w(n-1=n)yVn € w(l-n=n), entonces 1 es ‘el neutro para -
) Yn,m,p € w((n+m)-p=(n-p)+ (m-p)), es decir, ¢ se distribuye sobre +.
ii) Vn, m € w(n-m=m-n), es decir, ‘ es conmutativa.
) Yn,m,p € w(n-(m-p)=(n-m)-p),es decir, ‘- es asociativa’.
) Vn,m,p € w((p#O0An-p=m-p)=n=m),es decir, se cumple ‘la ley de la cancelacién de los no
ceros en - .
(vi) Vaom ew(n-m=0+«+ (n=0VvVm =0)).
(vii) Vn,m,k €c w(k#0Am en) <> m-k €n-k), es decir,
Vn,mkew((k#0Am<n)m-k<n-k).
Defina una funcién f : w X w — w de manera que refleje la operacién exponenciacién y demuestre ‘las leyes
de los exponentes’.
Demuestre las variantes del Teorema de Recursion y encuentre aplicaciones de ellas.

Enuncie las caracterizaciones que se hicieron en clase sobre las estructuras (w, s, @) y (w, €) y reconstruya
sus demostraciones.



