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Profra: Gabriela Campero Arena

1. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,

dando prueba o contraejemplo:

(i) En cualquier espacio vectorial V, el vector cero es
una combinacion lineal de cualquier subconjunto no
vacio de vectores de V.

Resolviendo un sistema de ecuaciones, esta permiti-
do multiplicar una de las ecuaciones por cualquier
constante.

Todo sistema de ecuaciones tiene solucion.

(i) Para cada uno de los siguientes grupos de vectores
en P(R), determine si el primero se puede expresar
como combinacién lineal de los otros dos.

(a) 23 =3z +5, 23+ 222 —x + 1, 23 + 322 — 1;

(b) 423 +222 -6, 2% — 222 +42+1, 323 — 622+ +4;

() =223 — 1122 + 32 + 2, 23 — 222 + 3z — 1,
223 4+ 22 + 3 — 2;

(d) 23+22+22+13, 203 322 +4x+1, 23 —22+22+3.

Diga si los conjuntos de polinomios de los incisos an-
teriores son linealmente dependientes o linealmente
independientes, justificando su respuesta. ;Es cier-
to que si en el inciso (i) se pudo escribir el primer
polinomio como combinacién lineal de los otros dos,
entonces son linealmente dependientes? ;Es cierto
que si no se pudo, entonces son linealmente indepen-
dientes?

3. En cada uno de los siguientes incisos, diga si el vector v

estd en (95).

(i) v=(2,-1,1) y S ={(1,0,2),(-1,1,1)} C R3;

(i) v=—23+222+32+3y
S={3+2?—z- 1,22 +2+ 1,z +1} C P5(R);
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. Sea F' un campo. Demuestre que si
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1 0 )
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0 0 0 1
entonces el subespacio de Maya(F) generado por
{My, M3, M35} es el conjunto de todas las matrices simétri-

cas de 2 x 2.

(iii) v

. Sea V un espacio vectorial y W C V. Demuestre que W
es un subespacio de V si y solo si (W) = W.

. Sea V un espacio vectorial y sean S; y S subconjuntos
de V. Demuestre que si S; C Sy entonces (S1) C (S2).
En particular, si S; C Sy y (S1) =V entonces (S3) = V.
Dé un ejemplo de un espacio vectorial V' y subconjuntos
distintos S1,52 C V tales que (S1) = (S2).
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. Sea V' un espacio vectorial y sean S; y So subconjuntos

de V. Demuestre que (S U Sa) = (S1) + (S2).

Sean S7 y S subconjuntos de un espacio vectorial V. De-
muestre que (S1 N S2) C (S1) N (S3). Dé un ejemplo en
el cual (S1 N S2) y (S1) N (S2) sean iguales y un ejemplo
donde sean distintos.

Sea V un espacio vectorial. Demuestre que la interseccion
de todos los subespacios que contienen a S es (5).

Sea F' un campo de caracteristica 0 y sea V un espa-
cio vectorial sobre F'. Sea W un subespacio de V', jqué
condiciones se deben de cumplir para que sélo haya un
numero finito de subconjuntos distintos S de W tales que
(S) = W? Justifique su respuesta.

Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
dando prueba o contraejemplo:

(i) Si S es un conjunto finito linealmente dependien-
te, entonces cada vector de .S puede escribirse como
combinacién lineal de los otros vectores en S.

(ii) Cualquier conjunto que tenga al vector cero es lineal-
mente dependiente.

(iii) El conjunto vacio es linealmente dependiente.
(iv) Sean aq,...,a, € F'y x1,29,....2, € V. Si a121 +
asxo + ...+ anxy, =07y 1,23, ..., 2, son linealmente

independientes, entonces todos los escalares a; son
0.

Diga si los siguientes subconjuntos son linealmente de-
pendientes o linealmente independientes, justificando su
respuesta.

(i) S={23+22% —2?+3z+ 1,23 — 22 +2x—1} enel
espacio P3(R);
(i) S ={(1,-1,2),(1,-2,1)(1,1,4)} en el espacio R?;

1 1 0 0 0 0 1 0
(iii)S:{<0 0),(1 1),(0 0),(1 0),
0 0 0 0 1 1 1 0
0 1
0 1 en el espacio Max3(F) con F cualquier
0 1
campo.

En este ejercicio se ve cémo la caracteristica del campo
afecta la independencia lineal.

Sea S = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} un subconjunto del
espacio F3.

(i) Demuestre que si F' = R, entonces S es linealmente
independiente.

(ii) Demuestre que si F' es un campo de caracteristica 2,
entonces S es linealmente dependiente.
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Sea V un espacio vectorial y sean S; y S subconjuntos
de V. Demuestre lo siguiente:

(i) SiSj eslinealmente dependiente y S; C S, entonces
S5 es linealmente dependiente.

(ii) Si S9 es linealmente independiente y S1 C Sa, enton-
ces 57 es linealmente independiente.

Sea V un espacio vectorial sobre un campo F'.

(i) Sean u y v vectores distintos de V. Demuestre que
el conjunto {u, v} es linealmente independiente si y
s6lo si para cualesquiera a,b € F'\ {0}, el conjunto
{au, bv} es linealmente independiente.

Supoéngase que F es de caracteristica distinta de 2.
Sean u y v vectores distintos de V. Demuestre que
el conjunto {u,v} es linealmente independiente si y
sélo si el conjunto {u 4+ v,u — v} es linealmente in-
dependiente.

Supdngase que F' es de caracteristica distinta de 2
Sean u, v y w vectores distintos de V. Demuestre que
el conjunto {u,v,w} es linealmente independiente si
y sélo si el conjunto {u + v, u + w,v + w} es lineal-
mente independiente.

(iii)

Sean u,v € V. jPara qué valores de a € F' la indepen-
dencia lineal de {u,v} garantiza la independencia lineal
de {au + v,u + av}? Justifique su respuesta.

Demuestre las siguientes caracterizaciones de dependencia
lineal.

(i) S es linealmente dependiente si y sélo si S = {0} o
existen vectores distintos v, uy,uz,...,u, en S, con
n > 1, tales que v es una combinacién lineal de

UL, U2y ooy Uy,

(ii) Sea S = {uq,ug, ...un} un conjunto finito de vectores
distintos de V. Entonces S es linealmente dependien-
te siy sélo si up =0 0 ugr1 € (uy,uz,...ux}) para
algin k con 1 <k < n.

Demuestre que un conjunto de vectores .S es linealmente
independiente si y sélo si todo subconjunto finito de S es
linealmente independiente.

Demuestre que los siguientes subconjuntos de vectores del
espacio F(R,R) son linealmente independientes.

(i) {f(t) =€, g(t) =e*"}, donde r,s e Ry 1 # s;
(11) {f(z) = sin(z), g(z) = cos(z)}; y
(z

) = cos(nz), g(x) = cos(mzx)}, donde n, m € Nt
y n#m.

Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
dando prueba o contraejemplo.

(i) Todo espacio vectorial tiene una base finita.

(ii) Un espacio vectorial no puede tener mas de una base.
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(iii) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Sea
S1 un subconjunto linealmente independiente de vec-
tores de V' y sea Ss un subconjunto de V' que lo ge-
nera. Entonces S7 no puede tener mas vectores que
los que tiene S5.

Sea V' un espacio vectorial. Si (S) = V, entonces
cada vector de V' se puede escribir de manera tnica
como combinacién lineal de vectores en S.

(iv)

(v) SiV es un espacio vectorial de dimensién n, entonces
V' tiene exactamente un subespacio de dimensién 0
y exactamente un subespacio de dimensién n.

(vi) Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Si S es
un subconjunto con n vectores de V', entonces S es

linealmente independiente si y sélo si (S) = V.

Demuestre que los siguientes conjuntos 8 son bases de los
espacios vectoriales V. A estas bases se les llama las bases
candnicas de los espacios vectoriales dados.

(i) V. = F" para cualquier campo F, y 8 =
{e1,€e2,...,e,}, donde e; es el vector tal que su
j-ésima coordenada es 1 y el resto de sus coorde-
nadas son 0;

(ii) V = M,,xn(F) para cualquier campo F' y cuales-
quiera m,n € NT, y 8 = {EY : 1 <i <my
1 <j<mn}, donde E% es la matriz tal que la entra-
da correspondiente al i-ésimo renglén y la j-ésima
columna es 1 y las demés entradas son 0;

(iii) V. = P,(F) para cualquier campo F, y f =
{1, 2,22, ..., 2"}.

Diga si los siguientes conjuntos S son bases del espacio
V', justificando su respuesta, y si no lo son, reduzca o
aumente el conjunto para dar una base del espacio V.

(i) S ={1,-3,-2),(-3,1,3),(~2,-10,-2)} y V = R?;

(i) S ={-1+2z+42% 3 — 4z — 1022, -2 — 5z — 622},
y V =P (R);

(111) S = {(27 1)7 (174a -
(737 757 8)}7 y V= RB;

(iV) S = {(2, -3,4,-5,2), (-1,1,2,1,-3), (3,—-2,7,-9,1),
(2,-8,2,-2,6), (—6,9, 12,15, —6), (0, —3,—18,9,12),
(1,0,-2,3, —2)7 (2,-1,1,-9, 7)} y
V ={(z1, 22,23, 24, 25) € R® : zy+aotas+ratas = 0}.

2),(-8,12,-4),(1,37,—-17),

Sea F' un campo cualquiera. Dada la base 8 = {(1, 1,1, 1),
(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} de F*, encuentre la re-
presentacién tnica de un vector (z1, ¥, 3, x4) € F* como
combinacién lineal de los elementos de f3.

Conteste las siguientes preguntas, justificando su respues-
ta:

(i) ¢El conjunto {z3—2x2+1,42? —2+3, 32 —2} genera
a P3(R)?

(ii) ;El conjunto {(1,4,~6), (1,5,8), (2,1,1), (0, 1,0)} es
un subconjunto linealmente independiente de R3?



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Sean

b

W1:{<CCL a)GV:a,b,CEF}y
0 a

WQ_{<_CL b)ev.mbeF}

subconjuntos del espacio vectorial Mayo(F'). Demuestre
que W7 y W5 son subespacios vectoriales de V' y encuen-
tre las dimensiones de Wy, Wy, Wy + Wy v Wi N Wh.
Sugerencia: No se tienen que dar bases para todos estos
subespacios.

Sea F' un campo cualquiera. Sabemos que el conjunto W
de todas las matrices de n X n con traza cero es un subes-
pacio de M, (F). Encuentre una base para W. ;Cudl es
la dimensién de W?

Sea F' un campo cualquiera. Sabemos que el conjunto W
de todas las matrices antisimétricas de n x n es un subes-
pacio de M, x,(F). (Una matriz A € M, x,(F) es an-
tisimétrica sii —A4 = A®.) Encuentre una base para W.
;,Cudl es la dimensién de W?

Supongamos que V' es una espacio vectorial con dimensién
nysea S CV tal que (S) =V.

(i) Demuestre que existe un subconjunto 8 C S tal que
B es base de V. (Tenga cuidado de no suponer que
S es finito.)

(ii) Demuestre que S tiene al menos n vectores.

Sean Wy y W, subespacios de un espacio vectorial de di-
mension finita. Diga cudles son las condiciones suficien-
tes y necesarias que deben cumplir W; y W, para que
dim(Wy N Wy) = dim (W), justificando su respuesta.

Sea F' un campo cualquiera y sean V y W dos espa-
cios vectoriales sobre el campo F, donde +, es la su-
ma vectorial en V' y -, es la multiplicaciéon escalar en
V,y 4+, esla suma vectorial en W y -, es la multipli-
cacion escalar en W. Recuerde la definicién del espacio
vectorial Z = {(v,w) : v € V y w € W}, donde para
(v1,w1), (v, we) € Z y ¢ € F, definimos las operaciones
de suma y multiplicacién escalar de la siguiente manera:

(v1,w1) + (v2, w2) = (v1 + V2, w1+, Wa),

c(vy,wy) = (¢ v1,C 0 w1).
Si V y W tienen dimensiones m € N y n € N, respecti-
vamente, diga cudl es la dimensién de Z, justificando su
respuesta.

Sea a € R fijo. Determine la dimensién del subespacio
W = {f(z) € P,(R) : f(a) = 0} de P,(R), justificando
su respuesta.

(i) Demuestre que si Wi y Ws son dos subespacios
de dimensién finita de un espacio vectorial V', en-
tonces el subespacio W7 + Wy tiene dimensién fi-
nita y dim(Wy + Wa) = dim(Wi) + dim(Ws) —
dim(Wy N Wa). Sugerencia: Empiece con una base
para W1 NWs y extiéndala a dos bases, una para Wy
y otra para Ws.
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(ii) Sean Wy y Wy dos subespacios de dimensién finita
de un espacio vectorial V tales que V = W; + Ws.
Demuestre que V = W7 @ Ws si y sélo si dim(V) =
Sean Wy y W5 subespacios vectoriales de V' de di-
mensiones m y n € N respectivamente, con m > n.
Demuestre que dim(W1; NWs) < n 'y que dim(W; +
Ws) < m+n. Dé ejemplos donde se den las igualda-
des.

(iii)

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo C de dimensién
n € N. Demuestre que si V' es el espacio vectorial V' visto
sobre el campo R (en la tarea anterior vimos que esto era
posible), entonces V' tiene dimensién 2n.

Sean W7 y Wy subespacios vectoriales de V.

(i) SiV=W;®& Wy y 51 y B2 son bases para Wy y Wy
respectivamente, demuestre que $1 N B2 = F y que
B1UpB5 es base de V. Concluya que si V' es de dimen-
sién finita entonces dim(V) = dim(Wy) + dim(Ws).

(ii) Demuestre que si 81 y (2 son bases para Wi y Wy
respectivamente tales que f1 NGy = @y f1 U Ps es
base de V, entonces V = Wy & Ws.

Supdéngase que V es un espacio vectorial de dimensién
finita y que W es un subespacio de V. Demuestre que
existe un subespacio W5 de V tal que V.= W; & Ws. jEs
tnico dicho subespacio W57 Justifique su respuesta.

Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y sean
W1 y Wy subespacios vectoriales de V. Demuestre que
V =W & Ws siy solo si Wi es minimo con la propiedad
de que W1 + Wy =V, es decir, que W; + Wy =V y para
cualquier subespacio W de V si W g Wi, se tiene que
W+ Wy ;Cé V.

Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y sean
W1 v W5 subespacios vectoriales de V. Demuestre que
V =W; @& W siy solo si Wi es méaximo con la propiedad
de que Wi N Wy = {0}, es decir, que Wy N Wy = {0} y
para cualquier subespacio W de V' si W; ; W se tiene
que {0} S W N Ws.

Recuérdese del ultimo ejercicio de la tarea anterior que
dado un subespacio W de un espacio vectorial V' sobre
un campo F'y dado v € V, si definimos el conjunto
v+W={v+w:weW}yel conjunto S = {v+ W :
v € V} junto con la suma +g en S y la multiplica-
cion escalar -g en S como: para cualesquiera vy,ve € V,
(Vi +W)+s (v2+W) = (v1+v2)+ W, y para cualesquiera
veVyaeF, a5 (v+W)=(av)+ W, entonces las
operaciones +g y -g no dependen de los representantes y
la estructura (S, +s,-s) es un espacio vectorial. Este es-
pacio vectorial se denota como V/W y se llama el espacio
cociente de V mddulo W. Demuestre lo siguiente.

(i) Sea W un subespacio de un espacio vectorial V' de
dimensién finita. Sea {uq,us,...,u;} una base para
W. Sea {u1,usg, ..., Ug, Ug41, -, Un } UNa extensién de
la base dada de W a una base de V. Demuestre que
{ugs1 + Wyugyo + W, ...,u, + W} es una base para
el espacio V/W definido en el inciso anterior.
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(ii) Sea W un subespacio de un espacio vectorial V' de di-
mension finita. Encuentre una férmula que relacione
dim(V), dim(W) y dim(V/W), justificando su res-
puesta.

Demuestre que el conjunto de todas las sucesiones conver-
gentes de nimeros reales es un subespacio de dimensién
infinita del espacio vectorial de todas las sucesiones de
ndmeros reales.

Demuestre que un espacio vectorial es de dimensién finita
si y sélo si no contiene subconjuntos infinitos linealmente
independientes.

El espacio vectorial R claramente es de dimension finita
1. Ahora, sea V el espacio vectorial de los niimeros reales
sobre el campo de los racionales. Demuestre que V' es de
dimensién infinita. Sugerencia: Use el hecho de que 7 es
trascendental, es decir, que no es raiz de ningiin polinomio
con coeficientes en Q.

Sea S un subconjunto (no necesariamente finito) de un es-
pacio vectorial V' sobre un campo F. Demuestre que S es
linealmente independiente si y sélo si para cada vector no
nulo v € (S), existen uy, ..., u, € S Gnicos y ay, ...,a, € F
también tinicos tales que v = ajuy + ... + a,u,. Esta afir-
macion es una generalizacion en dos sentidos del Teorema
1.8 visto en clase, jcudles son estos dos sentidos?.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo Zs y sea
S = {uy,us,...,u,} un subconjunto linealmente indepen-
diente de V. ;Cudntos vectores hay en el conjunto (S)?
Justifique su respuesta.

Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
justificando su respuesta.

(i) Toda familia de conjuntos tiene un elemento maxi-
mal.

(ii) Toda cadena de conjuntos tiene un elemento maxi-
mal.

(iii) Si una familia de conjuntos tiene un elemento maxi-
mal, entonces ese elemento maximal es tinico.

(iv) Siuna cadena de conjuntos tiene un elemento maxi-
mal, entonces ese elemento maximal es Unico.

(v) Una base de un espacio vectorial es un subconjunto
maximal linealmente independiente de vectores del
espacio.

(vi) Un subconjunto maximal linealmente independiente
de vectores de un espacio vectorial es una base para
el espacio vectorial.

Sea W un subespacio de un espacio vectorial V' (no nece-
sariamente de dimensién finita). Demuestre que cualquier
base para W es un subconjunto de una base para V.

Demuestre la siguiente generalizacion del Teorema 1.9 vis-
to en clase: Sean S7 y Sy subconjuntos de un espacio vec-
torial V tales que S7 C Ss. Si S7 es linealmente indepen-
diente y (S3) =V, entonces existe una base § para V tal
que S; C B C Ss. Sugerencia: Aplique el Lema de Zorn
o Principio de Maximalidad a la familia de subconjuntos
linealmente independientes de Sz que contienen a 5.

47*. Demuestre la siguiente generalizacién del Teorema del Re-

emplazo: Sea [ una base de un espacio vectorial V' y sea S
un subconjunto linealmente independiente de V. Enton-
ces existe un subconjunto S7 de § tal que S U Sy es una
base para V.

* Los ejercicios marcados con asterisco son por si les
interesé suficiente la seccién 1.7, sélo vendran en el
examen como puntos extras.



