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Todos (o casi todos) sabemos cómo empezó esta historia. La aparición de la raíz 
cuadrada de un número negativo al aplicar la fórmula general para la solución 
de algunas ecuaciones de segundo grado, marca el inicio de una rama muy 
importante de las matemáticas: la teoría de funciones de variable compleja. Y este 
inicio deja huellas en más de un sentido; tal es el caso del nombre de los núme-
ros a que da origen: “números imaginarios”. No podía ser de otra forma; estos 
números no podían “existir”, sólo podían ser “imaginados”.
Este libro tiene el objetivo de servir como libro de texto del curso de Variable 
Compleja I que se imparte en el Departamento de Matemáticas de la Facultad 
de Ciencias de la UNAM. Partiendo de este objetivo, se exponen los elementos 
básicos de la teoría de funciones de variable compleja; desde la construcción de
los números complejos, hasta las destacadas propiedades que poseen este tipo 
de funciones (pasando, claro está, por el importante teorema de Cauchy). En 
la medida de lo posible, se intenta desarrollar todo este material tomando en 
cuenta que el lector acaba de concluir con sus cursos de cálculo diferencial e 
integral en una y varias variables.
Aún cuando el teorema de Cauchy es uno de los resultados más importantes 
de la variable compleja, el interés principal de este texto se centra en presentar 
las propiedades de las funciones de variable compleja y mostrar que la mayoría 
de ellas se pueden probar a partir de una versión muy sencilla de este teorema.

En el primer capítulo iniciamos con la construcción de los números complejos, 
abarcando tanto sus propiedades geométricas como algebraicas. Incluimos su 
representación esférica, lo que nos permite introducir los complejos extendi-
dos. Definimos el concepto de módulo (o norma) de un número complejo y 
vemos su relación con la aritmética y geometría de los números complejos. Así 
mismo, hacemos notar que este concepto coincide con el concepto de norma 
de un vector en R2, en virtud de lo cual mencionamos que todos los concep-
tos y resultados topológicos en el plano complejo, y los correspondientes de 
convergencia de sucesiones en los números complejos, coinciden con los ya 
abordados y trabajados en R2 en cursos anteriores, y que por esta razón se dan 
por conocidos.

En el capítulo 2 se abordan los diferentes tipos de funciones entre conjuntos de 
números, y que serán el principal objeto de estudio de este texto. Se pone es-
pecial énfasis en la definición y análisis geométrico de funciones tales como las 
funciones de Möbius, la función exponencial, las ramas del logaritmo y las fun-
ciones trigonométricas. Apoyados nuevamente en la coincidencia del concepto 
de módulo (o norma) de un número complejo con el de norma de un vector en 
R2, damos por conocidos los conceptos de límite y continuidad para este tipo de 
funciones, así como todos los resultados relacionados con éstos.

En el capítulo 3 introducimos los conceptos de derivada e integral de funciones 
de variable compleja. Vemos las propiedades más elementales de estos concep-
tos y su relación con los correspondientes conceptos de derivada y de integral 
de línea de funciones de R2 en R2, respectivamente. En este capítulo se prueba la 
primera versión del teorema de Cauchy (sobre una bola abierta o disco en C), y 
las primeras consecuencias importantes de este teorema, como lo es el teorema 
del módulo máximo.

Los capítulos 4 y 5 de este texto son sin duda aquellos en los que de manera 
más clara queda de manifiesto que los temas que ahí se tratan están guiados 
por la línea de desarrollo seguida por L. Ahlfors(1) en su muy conocido libro(2).



En el capítulo 4 se estudian fundamentalmente aquellas 
propiedades de las funciones analíticas que tienen un ca-
rácter local (lo que se refleja en el nombre del capítulo). 
Inicia con el análisis de la existencia de las derivadas de 
orden superior de este tipo de funciones, con base en lo 
cual se prueba la fórmula integral de Cauchy para las de-
rivadas y resultados tan importantes como el teorema de 
Liouville, el teorema de Morera y el teorema fundamen-
tal del álgebra. A continuación se introducen las llama-
das singularidades aisladas y algunas propiedades que 
las caracterizan. El estudio de este tipo de singularidades 
inicia con las singularidades removibles, de cuya caracte-
rización se prueban el lema de Schwarz y el muy impor-
tante y útil teorema de Taylor para funciones analíticas. 
Este teorema permite presentar el primer teorema que re-
laciona las funciones analíticas con las series de números 
complejos, lo que a su vez nos lleva a incluir un breve 
interludio sobre el tema de sucesiones y series de funcio-
nes, y en particular sobre las series de potencias. Como 
un paso previo al análisis de las singularidades aisladas 
no removibles, se hace un estudio detallado sobre los ce-
ros de una función analítica, lo que permite caracterizar 
y clasificar al resto de este tipo de singularidades: los po-
los y las singularidades esenciales. Ya que se cuenta con 
este material, se formula la primera versión del principio 
del argumento (para funciones meromorfas en un disco), 
del que a su vez se desprenden importantes propiedades 
topológicas, entre las que destacan propiedades sobre la 
inyectividad e invertibilidad (local) de este tipo de funcio-
nes. Este capítulo concluye con la prueba de importantes 
teoremas como lo son el teorema de Rouché y el teorema 
de Hurwitz.

En el capítulo 5, el último de este texto, se introducen las 
nociones de ciclo, ciclos homólogos a cero, y ciclos homó-
logos entre sí, conceptos con base en los cuales se formula 
y prueba la segunda (y más general) versión del teorema 
de Cauchy que se da en este trabajo. Una vez que se cuen-
ta con este teorema, se prueban dos importantes resul-
tados: el teorema del desarrollo de Laurent y el teorema 
del residuo. De este último se desprende la prueba de la 
segunda versión del principio del argumento que se da en 
este texto, el correspondiente a funciones meromorfas en 
regiones arbitrarias. El capítulo concluye con el desarrollo 
de una de las aplicaciones clásicas del teorema del resi-
duo: el cálculo de integrales.
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